Fourierova transformace konvoluce

Cilem vypoctu je ukazat jednu ze zakladnich vlastnosti Fourierovy transformace:

-~

frg) = F)Gw)

tedy ze Fourierova transformace konvoluce dvou funkci je rovna soucinu jejich Fouriero-
vych transformaci.
Tato vlastnost se nazyva konvolucni veta.

1. Definice Fourierovy transformace

Pouzivame definici Fourierovy transformace

fo) = [ e

Jednotlivé symboly maji nasledujici vyznam:

e f(t) je puvodni funkce v proménné t,

]?(1/) je jeji Fourierova transformace,

v je frekvence,

¢ je imaginarni jednotka, tedy
® vyraz
e—iQm/t

predstavuje komplexni harmonickou funkci, pomoci niz se zjistuje, jaké frekvenéni
slozky jsou ve funkci f(t) obsazeny.

Stejnym zpusobem definujeme

30) = [ e
R

2. Definice konvoluce

Konvoluce funkci f a g je definovana jako

(f % g)(t) = / gt — ) dy.

Proménna y je zde pouze integra¢ni proménnaé.
Vyraz
9t —y)
znamené posunutou verzi funkce g.
Konvoluce tedy pro kazdou hodnotu ¢ kombinuje hodnoty funkci f a g ptes vSechny
mozné posuny y.



3. Co chceme dokazat

Chceme ukazat, ze

fr9w) = Fw)iw).
Ozna¢me levou stranu jako
L=fxg).

Na konci vypoc¢tu chceme dostat pravou stranu

R = J(n)g(v).

Budeme tedy dokazovat
L=R.

4. Dosazeni definice Fourierovy transformace

Zac¢neme vyrazem
L=/fxg).

Podle definice Fourierovy transformace plati

Fralv) = / (f * g)(B)e 2 dt.

Dosadime definici konvoluce

(f * gt / Fw)alt -
-/ { [ fwate =) dy} e gy,

- / / gt — y)e 2 dy .

Mame tedy dvojny integral pies proménné y a t.

Dostaneme

Po rozepsani lze psat

5. Zameéna poradi integrace

Za vhodnych predpokladu na funkce f a g mizeme zaménit poradi integrace:

// Ndydt = // ) dt dy.
= /R /R fy)g(t —y)e =™ dt dy.

Protoze f(y) nezéavisi na proménné ¢, muzeme jej vytknout pied vnitini integral:

- [ 1w { [ ot = e dt} dy.

Pravé vnitini integral nyni upravime substituci.

Dostavame proto

2



6. Substituce T =1t —y

Zavedeme novou proménnou
T=1—1.

Odtud
t=1+y.

Protoze y je pfi integraci podle ¢ konstantni, plati
dt = dr.

Dosadime do vnitiniho integralu:

g(t —y) = g(7)

efz2m/t — efz2m/(7—+y)

Tedy
L= [ 1) | [sme e ar ay
R R

7. Rozdéleni exponencialy

Pouzijeme vztah

et = el
Proto
e—i?ﬂu(7+y) _ €—i27r1/7'6—i27rl/y'
Dostavame
L= / f(y) {/ g(T)e BTV e 2Ty dT} dy.
R R
Cinitel
e*i27ﬂ/y

nezavisi na 7, takze jej muzeme vytknout pied vnitini integral:

L= /R fly)e=m [ /R g(r)e ™" dT] dy.

Vnitini integral jiz viibec nezavisi na y, proto lze cely vyraz rozdélit na soucin dvou

integralt:
I = |:/ f(y)efz?m/y dg;| |:/ g(T)efiQWVT dT:| )
R R



8. Rozpoznani Fourierovych transformaci

Podle definice Fourierovy transformace je

/R F)e ™™ dy = Fo).

Stejné tak

Proto

Tedy

a tim je tvrzeni dokazano.

9. Vyznam vysledku

Vysledek

—_— A/\
fx9=171g
rika, Ze operace konvoluce v puvodni proménné se po Fourierové transformaci zmeéni na
oby¢ejné nasobeni.
Schematicky:

| konvoluce v Gasové oblasti  «—  nasobeni ve frekvenéni oblasti]

vvvvvv

Pokud potiebujeme spocitat
f*g,

miizeme postupovat takto: R
f — f7 g — /g\v

potom ve frekvencni oblasti vypocitame
f9.
a nakonec provedeme inverzni Fourierovu transformaci:

f*ng‘l{fﬁ}-

10. Intuitivni interpretace

Piedstavme si, ze f(t) je vstupni signal a g(¢) popisuje vlastnosti néjakého systému nebo
filtru.
Vystup systému miize byt popsan konvoluci

h(t) = (f * g)(t).



V casové oblasti musime pocitat integral

h(t) = / gt — ) dy.

Po Fourierové transformaci vsak dostaneme pouze

o~

h(v) = f(W)g(v).

Kazda frekvencni slozka vstupniho signalu se tedy jednoduse nasobi odpovidajici frek-
venc¢ni charakteristikou systému.
Proto je Fourierova transformace velmi dulezita napiiklad pii

e zpracovani signalu,

e filtraci,

e zpracovani obrazu,

e feSeni diferencidlnich rovnic,
e analyze linedrnich systémnu,

e numerickych vypoc¢tech pomoci FFT.

11. Nejdilezitéjsi krok dikazu

Klicovym krokem je substituce
T=1t—1y.

Ta umozni prepsat exponencidlni ¢len jako

—i2rvt _ ,—i2mv(T+y) —i27vT | —i2wry

€ € =c €

Diky tomu se ptuvodni dvojny integral rozdéli na dva samostatné integraly:

/ Fly)e 2 dy
R

/ g(T)e’iQT”” dr.
R

Tyto dva integraly jsou pravé

fw) —a g

To je diuvod, pro¢ se Fourierova transformace konvoluce zméni na soucin.



