
Fourierova transformace konvoluce

Cílem výpo£tu je ukázat jednu ze základních vlastností Fourierovy transformace:

f̂ ∗ g(ν) = f̂(ν) ĝ(ν)

tedy ºe Fourierova transformace konvoluce dvou funkcí je rovna sou£inu jejich Fouriero-

vých transformací.
Tato vlastnost se nazývá konvolu£ní v¥ta.

1. De�nice Fourierovy transformace

Pouºíváme de�nici Fourierovy transformace

f̂(ν) =

∫
R
f(t)e−i2πνt dt.

Jednotlivé symboly mají následující význam:

� f(t) je p·vodní funkce v prom¥nné t,

� f̂(ν) je její Fourierova transformace,

� ν je frekvence,

� i je imaginární jednotka, tedy
i2 = −1,

� výraz
e−i2πνt

p°edstavuje komplexní harmonickou funkci, pomocí níº se zji²´uje, jaké frekven£ní
sloºky jsou ve funkci f(t) obsaºeny.

Stejným zp·sobem de�nujeme

ĝ(ν) =

∫
R
g(t)e−i2πνt dt.

2. De�nice konvoluce

Konvoluce funkcí f a g je de�nována jako

(f ∗ g)(t) =
∫
R
f(y)g(t− y) dy.

Prom¥nná y je zde pouze integra£ní prom¥nná.
Výraz

g(t− y)

znamená posunutou verzi funkce g.
Konvoluce tedy pro kaºdou hodnotu t kombinuje hodnoty funkcí f a g p°es v²echny

moºné posuny y.
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3. Co chceme dokázat

Chceme ukázat, ºe
f̂ ∗ g(ν) = f̂(ν)ĝ(ν).

Ozna£me levou stranu jako
L = f̂ ∗ g(ν).

Na konci výpo£tu chceme dostat pravou stranu

R = f̂(ν)ĝ(ν).

Budeme tedy dokazovat
L = R.

4. Dosazení de�nice Fourierovy transformace

Za£neme výrazem
L = f̂ ∗ g(ν).

Podle de�nice Fourierovy transformace platí

f̂ ∗ g(ν) =
∫
R
(f ∗ g)(t)e−i2πνt dt.

Dosadíme de�nici konvoluce

(f ∗ g)(t) =
∫
R
f(y)g(t− y) dy.

Dostaneme

L =

∫
R

[∫
R
f(y)g(t− y) dy

]
e−i2πνt dt.

Po rozepsání lze psát

L =

∫
R

∫
R
f(y)g(t− y)e−i2πνt dy dt.

Máme tedy dvojný integrál p°es prom¥nné y a t.

5. Zám¥na po°adí integrace

Za vhodných p°edpoklad· na funkce f a g m·ºeme zam¥nit po°adí integrace:∫
R

∫
R
(· · · ) dy dt =

∫
R

∫
R
(· · · ) dt dy.

Dostáváme proto

L =

∫
R

∫
R
f(y)g(t− y)e−i2πνt dt dy.

Protoºe f(y) nezávisí na prom¥nné t, m·ºeme jej vytknout p°ed vnit°ní integrál:

L =

∫
R
f(y)

[∫
R
g(t− y)e−i2πνt dt

]
dy.

Práv¥ vnit°ní integrál nyní upravíme substitucí.
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6. Substituce τ = t− y

Zavedeme novou prom¥nnou
τ = t− y.

Odtud
t = τ + y.

Protoºe y je p°i integraci podle t konstantní, platí

dt = dτ.

Dosadíme do vnit°ního integrálu:

g(t− y) = g(τ)

a
e−i2πνt = e−i2πν(τ+y).

Tedy

L =

∫
R
f(y)

[∫
R
g(τ)e−i2πν(τ+y) dτ

]
dy.

7. Rozd¥lení exponenciály

Pouºijeme vztah
ea+b = eaeb.

Proto
e−i2πν(τ+y) = e−i2πντe−i2πνy.

Dostáváme

L =

∫
R
f(y)

[∫
R
g(τ)e−i2πντe−i2πνy dτ

]
dy.

�initel
e−i2πνy

nezávisí na τ , takºe jej m·ºeme vytknout p°ed vnit°ní integrál:

L =

∫
R
f(y)e−i2πνy

[∫
R
g(τ)e−i2πντ dτ

]
dy.

Vnit°ní integrál jiº v·bec nezávisí na y, proto lze celý výraz rozd¥lit na sou£in dvou
integrál·:

L =

[∫
R
f(y)e−i2πνy dy

] [∫
R
g(τ)e−i2πντ dτ

]
.
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8. Rozpoznání Fourierových transformací

Podle de�nice Fourierovy transformace je∫
R
f(y)e−i2πνy dy = f̂(ν).

Stejn¥ tak ∫
R
g(τ)e−i2πντ dτ = ĝ(ν).

Proto
L = f̂(ν)ĝ(ν).

Tedy

f̂ ∗ g(ν) = f̂(ν)ĝ(ν)

a tím je tvrzení dokázáno.

9. Význam výsledku

Výsledek
f̂ ∗ g = f̂ ĝ

°íká, ºe operace konvoluce v p·vodní prom¥nné se po Fourierov¥ transformaci zm¥ní na
oby£ejné násobení.

Schematicky:

konvoluce v £asové oblasti ←→ násobení ve frekven£ní oblasti

To je velmi d·leºité, protoºe konvoluce je výpo£etn¥ sloºit¥j²í neº oby£ejné násobení.
Pokud pot°ebujeme spo£ítat

f ∗ g,

m·ºeme postupovat takto:
f −→ f̂ , g −→ ĝ,

potom ve frekven£ní oblasti vypo£ítáme

f̂ ĝ,

a nakonec provedeme inverzní Fourierovu transformaci:

f ∗ g = F−1
{
f̂ ĝ

}
.

10. Intuitivní interpretace

P°edstavme si, ºe f(t) je vstupní signál a g(t) popisuje vlastnosti n¥jakého systému nebo
�ltru.

Výstup systému m·ºe být popsán konvolucí

h(t) = (f ∗ g)(t).
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V £asové oblasti musíme po£ítat integrál

h(t) =

∫
R
f(y)g(t− y) dy.

Po Fourierov¥ transformaci v²ak dostaneme pouze

ĥ(ν) = f̂(ν)ĝ(ν).

Kaºdá frekven£ní sloºka vstupního signálu se tedy jednodu²e násobí odpovídající frek-
ven£ní charakteristikou systému.

Proto je Fourierova transformace velmi d·leºitá nap°íklad p°i

� zpracování signál·,

� �ltraci,

� zpracování obrazu,

� °e²ení diferenciálních rovnic,

� analýze lineárních systém·,

� numerických výpo£tech pomocí FFT.

11. Nejd·leºit¥j²í krok d·kazu

Klí£ovým krokem je substituce
τ = t− y.

Ta umoºní p°epsat exponenciální £len jako

e−i2πνt = e−i2πν(τ+y) = e−i2πντe−i2πνy.

Díky tomu se p·vodní dvojný integrál rozd¥lí na dva samostatné integrály:∫
R
f(y)e−i2πνy dy

a ∫
R
g(τ)e−i2πντ dτ.

Tyto dva integrály jsou práv¥

f̂(ν) a ĝ(ν).

To je d·vod, pro£ se Fourierova transformace konvoluce zm¥ní na sou£in.
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