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Kapitola 1

Uvod

Fourierova transformace je pro matematika velmi rozsahlou disciplinou a jesté rozsahlejsi jsou
oblasti, ve kterych metoda Fourierovy transformace naléza svoje pouziti. Znaly ¢tenar bude
proto asi ponékud dotcen jiz nadpisem téchto skript, ve kterém se objevuje spojeni Fourierovy
transformace vyluc¢né s infracervenou spektroskopii, a polozi otazku, proc¢ pravé infracervena
spektroskopie. Odpovéd je jednoducha: infracervena spektroskopie dava matematikovi fadu
prilezitosti demonstrovat na praktickych prikladech to, co by v ¢isté matematickém dile bylo
pro vétsinu chemiku malo stravitelné. Pokud jsme informace o infracervené spektroskopii
rozsitili i o ty c¢asti, které s matematickym aparatem nemaji nic spole¢ného, tak jenom
proto, abychom ¢tenafi poskytli uceleny obraz. Radi bychom vs$ak v budoucnu rozsifili toto
dilo o dalsi oblasti, v kterych Fourierova transformace naléza své pouziti.

Spektroskopie je véda, kterd se zabyva interakci elektromagnetického zatreni s hmotou.
Tyto interakce mohou zahrnovat prechody mezi urc¢itymi energetickymi stavy, které sledu-
jeme jako absorpci nebo emisi elektromagnetického zatreni. Jiné interakce, jako jsou reflexe,
refrakce, difrakce a nékteré typy rozptylu, nezahrnuji prechody mezi energetickymi stavy, ale
zpusobuji zmény v optickych vlastnostech zareni (napt. zménu sméru ¢ polarizace).

Infradervend spektroskopie' se zabyva interakcemi té ¢asti elektromagnetického za-
feni, kterou konvencné vymezujeme vinovymi délkami 700 nm az 1000 pm, coz odpovida
vlnoétim 12 900 az 10 ecm ! nebo frekvencim 1,2.10* az 6,0.10'2 Hz. Pro chemiky je vSak
nejzajimavéjsi tzv. oblast st¥edni (angl. M(id)IR) 2,5 az 50 pm (tj. 6,0.10'% az 1,2.10*
Hz nebo 4000 az 200 cm™'). V této oblasti se odehravaji vibracni, resp. vibra¢né-rotacni
prechody v molekulach, a proto je také tato oblast nejuzivanéjsi, oznaceni stfedni je ¢asto
vynechavano a blize nespecifikovanym infra¢ervenym spektrem rozumime obvykle spektrum
v oblasti st¥edni. Oblast kratSich vlnovych délek je oznacovdna jako oblast blizka (angl.
N(ear)IR), oblast vlnovych délek delsich jako oblast vzdalena (F(ar)IR).

Zavislost intenzity zareni emitovaného, absorbovaného nebo rozptyleného vzorkem na
vlnové délce, frekvenci nebo vlnoc¢tu (obecné veli¢ingé, kterd ma vztah k energii interaguji-
cich fotont) oznacujeme jako spektrum, a zafizeni, které takové spektrum umoziuje mé-
Iit, spektrometr. Zpusobum ziskani infracerveného spektra pomoci techniky, ktera ziskala
oznaleni FTIR spektroskopie (¢esky ponékud kostrbaté infracervend spektroskopie s Fourie-

ICasto pouzivané oznaceni spektrometrie ma omezenéji vyznam nez spektroskopie a oznacuje kvantita-
tivni méfeni intenzity elektromagnetického zafeni pti jedné ¢i vice vinovych délkach s pouzitim fotoelektrické
detekce.



rovou transformaci) je vénovan tento text.

Fourierova transformace jako matematicky aparat a infracervena spektroskopie jako me-
toda ziskani infracerveného spektra jsou zcela nezavislé discipliny a s trochou nadséazky
lze tici, 7ze jejich vyvoj probihal prakticky nezavisle az do roku 1963, kdy se objevil prvni
komercéni FTIR spektrometr pro stfedni oblast, vyrobeny firmou Block Engineering Inc.
(pozdéji Digilab Inc.). To je vice nez 160 let po objeveni infracerveného zareni Sirem W.
Herschelem v roce 1800. Cela tato doba byla vyplnéna intenzivnim vyvojem zafizeni, ktera
oznacujeme jako spektrometry disperzni (viz oddil 6.4). Za pouhych 30 let, které uplynuly
od vyrobeni prvniho FTIR spektrometru, se z velmi nakladného zarizeni stal pristroj, ktery
je dnes cenové srovnatelny se spektrometry disperznimi a pro své kvality je z trhu prakticky
vytlac¢uje. Pro pochopeni funkce, vyhod, ale i nevyhod FTIR spektrometru proti pristrojum
disperznim je nezbytné seznamit se s matematickym aparatem, ktery oznacujeme jako Fou-
rierova transformace. Vétsina textu, vénovanych FTIR spektroskopii, se detailnimu popisu
matematického aparatu zdaleka vyhyba, naopak studiu matematicky orientovanych uc¢ebnic
se vyhyba vétsSina spektroskopiki. Tento text je jakymsi kompromisem, ktery si neklade
zvlastni naroky na rigoréznost matematickych odvozeni, ale také nechce byt uc¢ebnici infra-
¢ervené spektroskopie. Je na ¢tenéfi, zda studium textu zahaji ¢asti matematickou (kapitola
2) nebo ¢asti spektroskopickou (kapitola 6). V obou ¢astech nalezne odkazy, které by mu
prolnuti obou disciplin mély usnadnit.
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Kapitola 2

Zakladni pojmy a vzorce

2.1 Periodické funkce

Funkci f nazyvame periodickou, jestlize existuje kladné ¢islo T takové, ze pro vSechna
t € D(f) plati
FE+T) = f(t) (2.1)

Cislo T > 0 nazyvame periodou funkce f. Je ziejmé, Ze je-li T perioda funkce f, pak kazdé
¢islo tvaru kT ,k € N, je rovnéz periodou funkce f, takze plati

fAEEET) = f(2) (2.2)

pro vSechna t € D(f).
Nejmensi kladna perioda funkce f se nazyva primitivni perioda.

Piiklad 2.1 Funkce f(t) = konst., tj. konstantni funkce, je periodickou funkei.Jeji periodou
je kazdé kladné realné cislo, nebof pro kazdé T" > 0 plati

f(t+£T) = konst. = f(t).

Tato funkce nema primitivni periodu, nebot nejmensi kladné ¢islo neexistuje!

2.2 Funkce sint a cost .

S témito funkcemi se budeme nejcastéji setkavat. Proto podrobnéji zopakujeme nékteré jejich
vlastnosti.

1. Funkce sint a cost maji primitivni periodu 27.

2. Funkce cosat , resp. sinat , a € R, a # 0, maji periodu %’T,
nebof

2m
cosa(t + —) = cos(at + 2m) = cos at.
a

11



Priiklad 2.2 Volime-li:
(i) @ =27 , ma funkce cos 2rt periodu T' = 1.
(ii) a = 2nm, mé funkce cos 2n7t periodu T = %, kde n e N. .

(iv

)
)
(iii) @ = n, ma funkce cosnt periodu T' =
) a= % m4 funkce cos 7t periodu T' = 2[, kdel € RT.
)

(v) a="F, mé funkce cos “*t periodu T =

Tytéz vztahy plati pro funkci sin .

Souctové vzorce pro cos a sin

cos(a & ) = cos v cos f F sin avsin 3. (2.3)
sin(a £+ ) = sinacos § £ cos asin 3. (2.4)
sina+sinﬁ:2sina;ﬁcosa;ﬂ. (2.5)
sina—sinﬂ:2cosa;ﬁsina;ﬁ. (2.6)
cosa+c0sﬁ:2cosa;ﬂc0sa;ﬂ. (2.7)
cosa—cosﬁ:—2sina;ﬁsina;ﬁ. (2.8)

7 téchto vzorcu lze odvodit nasledujici vzorce dulezité pii integrovani souc¢inu goniometric-
kych funkci.

1
sin mx sin nx = §[COS(m —n)x — cos(m + n)x] (2.9)
1
COS ML COSNT = Q[Cos(m —n)x + cos(m + n)x] (2.10)
: L. :
sinmx cosnx = §[sm(m +n)x + sin(m — n)x] (2.11)

Napiiklad vzorec (2.10) dostaneme ze vzorce (2.7) polozime-li v ném o = mz + nz, f =
mx — n.

Priklad 2.3 Napiiklad pomoci vzorce (2.11) dostavame

2 2

1
/sin 2z cos 3xdr = 5 /[sin 5z + sin(—x)]dx = 0.
0

0

12



2.3 Frekvence

Jestlize periodickou funkci f(¢) interpretujeme jako néjaky fyzikdlni periodicky signal s
periodou 7', pak frekvenci v tohoto signalu definujeme vztahem

= —. 2.12
v=7 (2.12)
Fyzikalni rozmér frekvence je sec™' a jednotkou je 1 Hz.
Poznamka 2.1 Protoze signal f(t), majici periodu T, ma i periodu kT, k € N,mé kromé
1

frekvence v = % i frekvenci vy = ;%= = 7. Primitivni period€ odpovida tzv. zdkladni
frekvence.

Vratme se jesté ke vztahu (2.12).Je-1i signal f(¢) neperiodicky, pak jeho primitivni perioda
je T = oo a odpovidajici frekvence v = 0.

Priklad 2.4 7 prikladu 2.2 plyne:
(i) Funkce cos 27t ma zakladni frekvenci v = 1.

(ii) Funkce cos2nmt ma zakladni frekvenci v = n.

1

Funkce cos 2 méa zakladni frekvenci v = &

(iv l

(v) Funkce cos "™ m4 zakladni frekvenci v = Z.

)
)
(iii) Funkce cosnt mé zdkladni frekvenci v = 7-.
)
) I 2l

2.4 VlInocet

Uvazujme vlnéni s vinovou délkou A. Pak ¢islo

1
v=— 2.13
- (2.13)
se nazyva vlnocet (vlnové ¢islo).Protoze A = ¢- T, kde ¢ je rychlost Sifeni vinéni a T je
perioda (doba kmitu), pak

11 111
TN T T
tedy
v =cp. (2.14)

Toto je vztah mezi frekvenci (kmitoc¢tem) a vinovym ¢islem (vinoctem).

13



2.5 Funkce e’

Funkce €', kde 4 je imaginarni jednotka, (i> = —1) a t € R, je definovina vztahem
' = cost +isint. (2.15)

Je to komplexni funkce redlné proménné. Tato funkce je periodicka a ma primitivni periodu
27 .
Protoze
cost+isint=

| e |=1\/cos?t +sin’t = 1,
it

=e zobrazuje funkce e” redlnou osu na
—————— jednotkovou kruznici v Gaussové ro-
viné, viz obr.2.1.

Cviceni 2.1 Urcete
17 7 N ..
67, 6?, em 247

cos t |1 e
’

Priklad 2.5 Probiha-li proménna ¢
interval (—oo,400), pak bod z =
e?™t obiha jednotkovou kruznici.
Doba jednoho obéhu je %, co7 je peri-
oda funkce e?™*!. Jinymi slovy, bod
Obrzek 2.1: Definice eit e?™t obih4 jednotkovou kruznici s
frekvenci v. Prumét tohoto bodu na
osu x (nebo na osu y) kona kmitavy

pohyb mezi body -1 a 1 s frekvenci

v.

Ze vztahu (2.15) plynou tyto vztahy:

eit 4 =it oit _ p—it
cost:T, smt:T (2.16)

tzv. Eulerovy vzorce. Pripomenme jesté, ze:

1. %eiut — (eillt)l — iVein,

nebof
(™) = (cosvt +isinvt) = —vsinvt + iv cosvt = iv(cos vt + isinvt) = ive™".

it _ et i vt
2. [eMdt = & = —te™,

Piiklad 2.6 Vypocitejme
2w
/ te' dt.
0

14



Pouzijeme-li vztah (2.15), pak dostaneme:
2 2w 2w
/te“dt: /tcostdt—i—i/tsintdt
0 0 0
a po pouziti metody per partes na oba integraly obdrzime
2w 27
/tcostdt =0, /tsintdt = =27
0 0
takze
2w
/ te't dt = —2mi.
0

Krat$i je vypocet bez pouziti (2.15) a to pfimym pouzitim per partes na dany integral:
0

2w 9 2T 6127r —e

/te“ dt = - z‘teit]o —1—2'/6“ dt = —27i + i———— = —2mi.
7

0 0

2.6 Funkce sinct

Funkce sinct je definovana takto:

sint
. _ | ¥ prot #0,
sinc t { 1" prot =0, (2.17)

a) b)

Obrazek 2.2: Graf sinct a sinc? ¢

Defini¢ni obor funkce sinct je R. Funkce je spojita na celém defini¢nim oboru, nebof pro
t # 0 je to zfejmé a pro t = 0 vime, ze

int
lim ot — .
t—0 ¢
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Déle je funkce sinct suda, tudiz jeji graf je soumérny podle osy ¥, viz obr.2.2a.
S funkef sinct se budeme ¢asto setkavat v dalsim textu. Rovnéz tak s funkei sinc? ¢, jejiz
graf je nakreslen na obr.2.2b.

Cviceni 2.2 Urcete vzdalenost nulovych bodu funkce sinc 27vt.

2.7 Integralni sinus

Funkce definovana pro x € [0, 00) vztahem

Six:/SITntdt:/sinctdt (2.18)

0

se nazyva integralni sinus. Ziejmé Si0 = 0.

T
TN [

Obrazek 2.3: Graf Six Obrazek 2.4: RozsSifeni Sixz na
(—00, +00)

Dale se da dokazat, 7ze existuje

X

: . T
xll)riloo sinctdt = 5 (2.19)
0

a 7z (2.19) dale plyne, vzhledem k sudosti sinct

+0o0
/ sinctdt = . (2.20)
Vztah (2.20) je tfeba brat v tom smyslu, 7e

a

lim [ sinctdt = .
a— 00

—a

Graf integralniho sinu je zakreslen na obr.2.3.
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Poznamka 2.2 Defini¢ni obor integralniho sinu lze ptirozenym zpusobem rozsifit z [0, 0o)
na(—oo, +00) tak, ze v definiénim vztahu (2.7) pfipustime i z < 0.Pak mame pro z < 0 :

T 0 \1‘\ —x

/sinctdt = —/sinctdt = —/sinctdt = —/sinctdt.
0 x 0 0
Pouzili jsme toho, ze funkce sinct je suda funkce a dale substituci ¢t = —s.Tudiz pro z < 0
jsme odvodili, ze
Siz = —Si(—x),

takZe takto rozsitend definice integralniho sinu na (—oo, +00) dava lichou funkci. Jeji graf
je nakreslen na obr.2.4 a je tudiz soumérny podle pocatku.

Rozvinutim funkce Siz, z € (—oo, +00) v Taylorovu fadu se stiedem v xy = 0 dostavame

00 x?n—i—l
ir = -1)" .
Sl Z%( S e T DEn 1

Cviceni 2.3 Nakreslete graf funkce

Cviceni 2.4 Rozvedte v Taylorovu radu se stiredem v bodé zy = 0 funkci sincz .

2.8 Jednotkova funkce

Funkei definovanou vztahem

0 prot <0,
1(t)=< &+ prot=0,
1 prot>0

nazyvame jednotkovou funkci (jednotkovym skokem) , v literatute téZ ¢asto nazyvanou
Heavisideovou funkeci.

Piiklad 2.7 Nakresleme grafy funkei (d > 0):

a) 11(t) = 1(t) — 1(t — d), b) ra(t) = t{1(t) — 1(t — d)] + d1(t — d).

Graf 7 (t) dostaneme postupem znazornénym na obr.2.5 a graf ro(¢) ziskdme obdobnym
zpusobem, viz obr.2.6.
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10 1l e = o (D —

|
0.50 0.5 +
|
> t o
a) graf 1(t) b) graf 1(t — d)
)
|
0.9 o
|
|
> g t

c) graf rq(¢)
Obrazek 2.5: Konstrukce grafu rq(¢)

IO dr=-=----%
|
0.5 + o
! &
> g t g
a) graf 1(t) — 1(t — d) b) graf ¢ - [1(¢) — 1(t — d)]
a----- O — aF-----
| |
| |
® |
| |
| |
b t !
d d
c) graf d - 1(t — d) d) graf ro(t)

Obrazek 2.6: Konstrukce grafu ro(t)
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2.9 Konvoluce funkci

vvvvvv

Konvoluce funkci je jedna z nejdulezitéjsich operaci s funkcemi, které se vyskytuji ve Fou-
rierové transformaci a jejich aplikacich.
Necht f a g jsou po ¢astech spojité funkce na (—oo, +00).Potom funkci

(f % g) (@ /fx_s (2.21)

nazyvame konvoluci funkci f a ¢g. Rikdme, ze konvoluce f % g existuje, jestlize pro skoro
vSechna x € R je

/fx—s s)ds < +oc.

Poznamka 2.3 V definiénim integralu (2.21) je integra¢ni proménnou s a z je pevné &islo!

Provedeme-li na pravé strané v (2.21) substituci

r—s=7=s=x—71, ds = —dr,
pak
+00
/f(x—s ds—/f g(x — 7)dr, (2.22)
coz znaci, ze konvoluce je komutativni operace, tj.
fxg=gx*[. (2.23)
Takze muzeme psat
(f*9)(z /fx—s ds—/f g(x —s) (2.24)

a pri vypoctu konvoluce pouzijeme ten integral, ktery je pocetné jednodussi.

Priklad 2.8 Spocitejme konvoluci funkei f(z) = 1(z)e® a g(z) = 1(z)e"®, kde a # b.
Pouzitim prvniho integrélu v (2.24) dostédvame:

+00 .
(f*g)(.%‘) = / 1(@'_8)6&(:1?78)1(8)6&9(18:/60,:1: —as bs ds =
0o ,
Y ar _ ,bx
— eam/e(b—a)s ds = u
a—b

0
Pfi vypoctu jsme pouzili toho, Ze 1(s) =0 pro s <0 a 1(x — s) = 0 pro s > x. Vypocet
je proveden pro z > 0 a pro x < 0 dostaneme piimo (f * g)(z) = 0. Tudiz celkovy vysledek
je
) eoT _ 6b:zc
(f * g)(w) = 1(x)e™ * 1(z)e” = Hz)——~
a/ E—
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Konvoluci konkretnich funkci budeme znacit tak, jako v poslednim radku, tj.
misto (f * g)(x) budeme pouZivat znaceni f(z) * g(x).

Cviceni 2.5 Spocitejte konvoluci
1(x)e™ x 1(x)e.
[Vysledek: 1(z)ze.]
Piiklad 2.9 (Dulezity!) Necht
r(t) = 1(t) — 1(t — d), d > 0.

Funkci r(t) 1ze interpretovat jako obdélnikovy impuls, viz obr.2.5¢. Spocitejme konvoluci

Z (2.24) plyne
(ren)(t) = [ r(s)r(t=s)ds = [[1s) = 1(s = )1t~ ) = 1t — s — d)] ds =
- /ool(s)l(t—s)ds—/Ool(s)l(t—s—d) ds—/Ool(s—d)l(t—s)ds+/ool(s—d)l(t—s—d) ds.

Nyni vypocitame postupné vsechny ¢tyti integraly.

+o0 t
t prot >0,
h(t):/1(8)1(t—8)ds:/ds:{0 ot =0
—00 0
e s t—d prot>d
_ o _ _ —d pro ,
L(t) = / 1(s)1(t — 5 — d) ds O/ds {0 D

t
_ _ ) t—=d prot>d,
Ig(t)—/l(s—d)l(t—s)ds—d/ds—{o Dt o i

+o0 t—d
- B | t—2d prot > 2d,
I4(t)_/1(3—d)1(t—s—d)ds—d/ds—{0 pro £ < 2d

Naptiklad pro I,(t) mame: 1(s —d) = 1 pro s > d a soucasné aby 1(t — s — d) = 1 musi byt
t—s—d>0,tj. s <t—d, dohromady tedy pro s plati d < s <t —d = 2d < t. Pro takova
t je integrand v I,(¢) nenulovy, pro ostatni ¢ je nulovy.

Celkové dostavame:

Grafy funkei I;(t), I5(t), I3(t), I4(t) jsou na obr. 2.7a,b,c,d.
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d L
ir=-A
|
|
1 I t ‘ t
1 d 1 d
a) graf I(t) b) graf I,(t)
d —
T4 ‘ T4 2a ¢
c) graf I3(t — d) d) graf I,(t)

Obrazek 2.7: Pomocné grafy

Nakreslime grafy funkei I;(t) — I5(t) a I4(t) — I3(t), viz obr.2.8.

O ==

a) graf I1(t) — Iy(t) b) graf I,(t) — I3(t)

Obréazek 2.8: Pomocné grafy

Nakonec je na obr.2.9 nakreslen graf funkce (r % r)(t), tj.funkce definované takto:

0 pro t <0,
)t pro t € (0, d),
(ren) =9\ _; 4 24 pro t € (d, 2d),
0 prot > 2d
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Obrazek 2.9: graf (r = r)(t)

Poznamka 2.4 Vysledkem konvoluce dvou stejnych obdélnikovych impulsu je trojihelni-
kovy impuls.

Priklad 2.10 PoloZme

Pak
—1 pro t<0
h(t) = 0 pro t=0
1 pro t>0
Spocitejme konvoluci sinct * h(t).
+o0o
sinct * h(t) = / sincs[1(t—s) —1(s —t)]ds = — / sincs 1(t — s)ds —
—00
+00 t +00
- / sincs1(s —t)ds = / sinc sds — / sinc s ds.
—00 —00 t
Tento rozdil integralu vyjadiime pomoci integralniho sinu. Pfipominame, ze
+00
/ sinctdt =
—0o0
a funkce sinct je suda, takze
0 400
/ sinctdt = / sinctdt = —
—00 0

Pro ¢t < 0 mame:

t 0 t
/sincsds:g —/sincsds:g +/sincsds:g + Sit,
—00 t 0

+00 +00 t

T T
/smcsds_/smcsds+ / smcsds—5—/sincsds:§—8it.
t 0 0

22



Pro ¢t > 0 mame:
t t

/ sincsds = g +/sincsds = g + Sit,
—00 0
+00

/ sinc sds =

t

o |3

t
— /sincsds T Sit.
2
0
Tudiz
sinc(t) * h(t) = 2Sit.

(2.25)

Poznamka 2.5 Zakladni vlastnosti konvoluce. Necht f, g, h jsou funkce. Pak plati:

(i) (af)*xg=f=*(ag) =a(f*g), a €R.
(ii) (fr + fo) xg = fi*xg + fox g (distributivnost).
(i) fxg=g=x*f, (komutativnost).

(iv) (f*xg)*«h=fx(g*h)=fx*xgx*h, (asociativnost).

Dikaz téchto vztahu lze ponechat ¢tenéfi jako cvifeni. (Vztah (iii) jsme jiz dokdzali v

tvodu tohoto paragrafu.)
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Kapitola 3

Diracova delta-funkce

3.1 Zavedeni )-funkce

Diracova delta funkce (kratce d-funkce) se obvykle zavadi nasledujicim zpusobem:

(1) = { RO (3.1)
706(t)dt ~1 (3.2)

Poznamka 3.1 7Z matematického hlediska si vztahy (3.1) a (3.2) odporuji, nebotf funkce,
kterd je rovna nule vSude, az na jeden bod, musi mit integral nulovy.

Presto se v mnoha aplikacich ukazuje uzitecné s takto definovanou ,funkci pracovat.
Tedy 6(¢) neni funkei v obvyklém smyslu. Budeme ji kritce nazivat d-funkce.

o-funkce je specialni pripad tzv. zobecnénych funkci, neboli distribuci. Podrobné;ji
o tom pojedname v Dodatku A. Samotny text této kapitoly je vénovan zakladnim vlastnos-
tem J-funkci pouzivanych ve Fourierové transformaci a nasledné v infracervené spektroskopii.
Odvozeni téchto vlastnosti bude vice méné intuitivni a matematicky ne zcela rigorozni. Za-
jemce o nastin rigorozniho pristupu odkazujeme na vyse zminény dodatek.

3.2 Fyzikalni motivace

Zavedeni d-funkce do fyziky bylo motivovano snahou popsat impulsni déje. Impulsem ob-
vykle rozumime kratké pusobeni néjaké veli¢iny s vysokou intenzitou. Prikladem impulsu
muze slouzit velka sila pusobici po velmi kratkou dobu, nebo proud velké intenzity, ktery
trva kratkou dobu. Pfitom mnozstvi naboje, ktery za tu dobu projde vodic¢em je konec¢né
nenulové.

Je ziejmé, ze takové veli¢iny muzeme alespon priblizné popsat funkci

0 prot<O0
op(t)=4 n pro0<t< 1 (3.3)
0 prot>%,
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pro kterou je
o0

/ Sn(t)dt = 1 (3.4)

Graf funkce d,(t) je nakreslen na obr.(3.1)

g (t)
8, (t) n

n g
|
|
|
|
|
|
:
|
| t t

1/n
Obréazek 3.1: Graf funkce §,(¢) Obrazek 3.2: Graf funkce g,(t)

Funkce 4,(t) bude popisovat vySe uvedené dé&je tim lépe, ¢im vétsi bude n. Provedme
limitni prechod pro n — oo a dostaneme

. |0 prot#0
nh~>ngo(sn(t)_{oo prot =0

tedy
dim 6, (t) = 6(1),
pricemz
lim / 5o(t)dt = 1. (3.5)

Pti forméalni zdméné poradi limitniho pirechodu a integrovani dostaneme

1= lim / Su(t)dt = [ Tim 6,(t)dt = / 5(1)dt. (3.6)

Tato zdména neni matematicky spravna, presto ji pfi intuitivnim odvozovani nékterych vlast-
nosti d-funkce pouzijeme (ovem s tim, ze v dodatku, jak jiz bylo feceno vyse, vSe uvedeme
do poradku).

Poznamka 3.2 Posloupnost funkci 6,(¢),n = 1,2,... definovana vztahem (3.3) ma tedy
limitu rovnou § — funkci 6(¢), kterou popisujeme ,nekone¢né velky impuls“ v ¢ase t = 0.
Proto se nékdy 6 — funkci tika téz impulsni funkce
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Posloupnost funkci (3.3) ovem neni jedina posloupnost, jejiz limita je rovna 0 — funkci 6(¢).
Napr. posloupnost

n _n2¢2

gn(t) = ﬁe ;

viz obr. 3.2 mé limitu rovnou § — funkci §(¢) a plati

(3.7)

oo

7gn(t)dt: / %e“%t: 1. (3.8)

Cviceni 3.1 S pouzitim Laplaceova integralu

oo

/ e " dr = /7

ovérte vztah 3.8.
Piiklad 3.1 (Dulezity). Dalsim ptikladem posloupnosti funkei, jejiz limitou je d-funkce §(t)

je posloupnost
nsinnt n

hy(t) = ——— ;smc(nt). (3.9)
Pro ¢t = 0 mame h,(0) = 2 a tudiz
lim A, (0) = oo.
Déle snadno zjistime, ze
/ ha(t)dt = 2 / sin(mt) gy 1.
I mJ nt
nebot jak vime, viz (2.20)
/ MMt =

3.3 Nékteré vlastnosti J-funkce

1.vlastnost: PoloZzme

_J 0O prot#tp
5(t — to) _{ o o (3.10)
a o0
/ 5(t — to)dt = 1.

Takto posunuté d-funkce §(¢ — o) modeluje impuls v ¢ase t = £y a je limitou posloupnosti
funkci 0,,(t — tp), nebo g, (t —ty), nebo hy,(t —to). Graf §—funkce 6(t — tg) je zvykem kreslit
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tak, jak je znazornéno na obr. 3.3.

S (t-t,)

Obrazek 3.3: Graf posunuté d-funkce
Opét se nejedna o graf funkce v obvyklém smyslu. ,Graf“ na obr. 3.3 je ,limitou grafu

z obr. 3.1 nebo obr. 3.2 pro n — oo. Céra na obr. 3.3 representuje nekone¢né tizky obdélnik
o nekonec¢né vysce.

2.vlastnost: (Dule7itd.) Spocitejme integral

o0

/fmamu

K urceni tohoto integralu uzijeme posloupnosti d,(t), viz (3.3) a toho, ze lim,, _, 0, (t) = ().

o0

/f@&ﬂwzgg;/f dL—Mn/f tyndt =

Tedy mame

/f@amu:ﬂm (3.11)
a podobné lze obdrzet
/f 5(t — to)dt = f(ty). (3.12)

Poznamka 3.3 (Dulezitd.) Vztah (3.12) lze interpretovat tak, ze integrovani soucinu funkce
f(t) spolu s d-funkei 6(t — tp) funguje jako vybér funkéni hodnoty funkce f(¢) v Case
t= tg.
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3.vlastnost: Ziejmé plati
5(—t) = 4(t).

Vznikd otazka v jakém smyslu mame chapat vztah

Spocitejme pro libovolnou funkei f(¢) integral

t = t[)—S
/f to—tdt t[)—t = S =
dt = ds

/fto—s s)ds = [podle(3.11)] = f(fo).

Z tohoto vidime, ze v jistém smyslu, tj. vzhledem k integrovani, je funkce §(¢) suda.

3.4 Konvoluce funkce s )-funkci

Konvoluce ,oby¢ejné“ funkce f(t) s 6-funkci §(¢) je definovana stejnym integralem, viz (2.24).
Méame tedy (s pouZitim vztahu (3.12) a (3.13))

o o

(f * 0)(t /ft—s ds_/f 5(t — s)ds = f(t),

tj.
(f %0)(t) = f(D), (3.14)
pro kazdé t € R.

Poznamka 3.4 Chapeme-li konvoluci dvou funkei jako jisty druh nésobeni, pak vztah (3.14)
k4, ze o-funkce 0(t) je jednotkou pii tomto ,konvoluénim nasobenim®.

3.5 Nasobeni /-funkce funkci

Necht f(t) je ,obycejna* funkce. Pak nésobek f(t)-d(t—t¢) definujeme nasledujicim vztahem:
f(t)-0(t—to) = f(to) - 0(t — to). (3.15)

(Zduvodnéni viz Pozndmka 4 v dodatku.)

Poznamka 3.5 Vztah (3.15) souvisi tizce se vztahem (3.12) takto:

/f(t)é(t—to)dt:/f(to)é(t—tg)dt:f(to)/(S(t—to)dt:f(to).
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Poznamka 3.6 V mnoha aplikacich se ukazuje uzitecna nasledujici imluva: ,Graf* soucinu
f(t)-0(t —to) = f(to).0(t — to) kreslime tak, jak je zndzornéno na obr. 3.4. Déle napf. graf
sou¢inu f(t)-[0(t—t1) +3(t —t2)] = f(t1)-0(t —t1)+ f(t2) - 6(t —t2) je nakraslen na obr. 3.5.

E(ty)F-----~- £(t,)F---
E(t,)p-—-F------ T
t t
to t t,
Obrazek 3.4: Graf soudinu Obrazek 3.5: Graf soudinu

3.6 Diskretizace spojitého signalu

Méjme spojitou funkci f(t), kterou chapeme jako spojity signdl. Zvolme ¢islo A > 0 a
polozime
k
i(t) = Y 6(t—nA). (3.16)
n=—k
i(t) je fada impulsu v ¢asovych okamzicich —kA, ..., —A,0,A2A ... kA, vzdélenych od
sebe o A sekund. i(t) nazyvame vzorkovaci funkeci.
Utvorme soucin

f@)-it) = > f(t)-6(t—nA)= > f(nA)-8(t—nA).

n=—=k n=—=k
graf f(t)
/.“\.
_ ~
- —
~ ~
— o _ & —
—~
-k A -2A -A A 2A k A

Obréazek 3.6: Diskretizace

Jestlize pouzijeme tmluvy z poznamky 3.6 a nakreslime graf sou¢inu f(t)-i(t), dostavame
obr. 3.6. Jinymi slovy, na obr. 3.6 je graf posloupnosti {f(nA)}%__, neboli graf diskreti-
zace spojitého ¢asového signalu f(t).
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Zavér: Nasobime-li spojity signal souc¢tem J-funkei (3.16), pak vysledkem je ¢asové diskre-
tizace signalu s krokem A. Tento postup ma zna¢ny vyznam prii poc¢ita¢ovém zpracovani sig-
nalu (napf. interferogramu ziskanych Michelsonovym spektrometrem). K tomuto problému
se podrobné vratime v kapitole 5.
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Kapitola 4

Fourierova transformace.

V praxi je ¢asty pripad, kdy pomoci pristroje ziskame jistou funkéni zavislost jedné velic¢iny
na druhé. Napriklad v Michelsonové interferometru ziskdme zavislost intensity svételného
paprsku na velikosti posuvu pohyblivého zrcadla. Takovouto funkéni zavislost budeme na-
zyvat obecné signdlem. Specialné signdl zaznamenany Michelsonovym interferometrem se
nazyva interferogram.

Pti zpracovani signalu je dulezité poznat, zda je signal periodicky a jakou ma periodu.
Prakticky je vyhodnéjsi pracovat s frekvenci misto s periodou.

Zakladnim matematickym nastrojem pro zpracovani a analyzu signalu je Fourierova
transformace (déle jen FT).

FT je zobrazeni, které kazdému signalu (tj. funkci) pfifazuje jinou funkeci, z jejichz
vlastnosti lze vyc¢ist informace o puvodnim signalu.

4.1 Definice Fourierovy transformace
Definice 1. Budiz s(t) komplexni funkce redlné proménné ¢. Fourierovym obrazem (F-

obrazem) funkce s(t) nazyvame komplexni funkci S(v) redlné proménné v, definovanou
integralem

S(v) = / s(t)e2mivt d, (4.1)
Tedy
S(v) = Fls(t)], (4.2)

kde F znaci Fourierovu transformaci, tj. zobrazeni z mnoziny funkci do mnoziny funkei.
F-obraz S(v) se téz nazyva F-spektrem signdlu s(¢). Podrobnéji se k tomuto terminu
vratime v dalSim textu.

Poznamka 4.1 Aby integral v (4.1) mél dobry smysl, klademe na funkci s(¢) nésledujici
pozadavky:

1. s(t) je po Céstech spojitd na (—oo, +00).

2. §'(t) je po ¢astech spojita na (—oo, +00).
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3. T [s(t)] dt < +oo.

Definice 2. Funkce s(t), ktera splije tii vySe uvedené pozadavky se nazyva Fourieruv
predmét, kratce F-predmeét.

Poznamka 4.2 V ruzné literatuie existuji lehce modifikované definice F'T, napiiklad tvaru

o0

Fls(t)] = % [ stiear

—00
apod. My jsme volili ten tvar F'T | ktery se nejcastéji pouziva v literature o infracervené
spektroskopii.

Priklad 4.1 Urcéeme F-obraz funkce

s(t) = e M.
(Ovéfte sami, ze tato funkce spliuje pozadavky z poznamky 4.1!)
Mame
00 0 +o00
f[e_m] — S(V) — / e—|t\e—27ri1/t dt = / et—?m’ut dt + / e—t—?m’ut dt =
—00 —00 0
6t(1—27ri1/) 0 6—t(1+27riu) +00 1 1 2

[1—27riy—oo+[ Tt omiv o —1_omiv " 1ixomiv 1+ dnt?

4.2 Vzorec pro inversni FT

Inversni FT, kterou znacime F~', piifazuje funkci S(v) funkci s(¢). D4 se dokézat, Ze plati:

FUSW] =50 = [ e av. (43)

—00
Poznamka 4.3 Ma-li funkce s(t) body nespojitosti, pak misto (4.3) musime psat

omivto 1., _ S(tot) + s(to—)
/ S(v)e dv = 5 :

—00
kde tq je bod nespojitosti funkce s(t) a

s(to+) = lim s(t), s(tp—) = lim s(t).

t—to+ t—to—

Napiseme-li vzorce pro piimou FT a inversni F'T vidime, Ze jsou velmi podobné. Lisi se
jen znaménkem v exponentu. Tento fakt ma dulezity dusledek.

Véta 4.1 .Je-li S(v) F-obraz funkce s(t), pak s(v) je F-obraz funkce S(—t).
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Dukaz: Mame

FIS(—1)] = / S(—t)e~2m" dt = (substituce : t = —7) = / S(r)e2 T dr =

nebot F[s] = S.
Vétu 4.1 lze vyjadrit nasledovné:

S(v) = Fls(t)] = s(v) = F[S(=1)]. (4.4)

Vztah (4.4) je dulezity mimo jiné pii pouzivani slovniku FT. Vzhledem k (4.4) muzeme
ve slovniku hledat F-obrazy jak funkci z levého, tak i z pravého sloupce.

Piiklad 4.2 Pouzitim definice F'T zjistime snadno, ze F-obraz funkce

je roven
1
Sv) = 1+ 2miv’
Pak podle (4.4) je F-obraz funkce
1
S(—t) =
(=) 1 —2mit

roven

P1i obvyklém znaceni mame
1

1 —2mit

Fl |=1(v)e™. (4.5)

4.3 Vlastnosti Fourierovy transformace
I. Linearita FT. Necht c;, ¢y jsou konstanty. Pak
.7:[0131(15) + CQSQ(t)] = le[sl(t)] + CQf[SQ(t)]. (46)

Dukaz Ize ponechat ¢tenari jako cviceni.

II. Vé&ta o obrazu derivace. Necht F[s(t)] = S(v). Pak

Fls'(t)] = 2mivS(v). (4.7)
Dukaz:
FI'(1)] = / §(H)e2mvt 4 = [s(f)e 2T 4 / s(t)2mive 2" At = 2mivS(v).
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Hranatd zavorka je rovna nule, nebot lim; .1, s(f) = 0 (toto plyne z tfetiho pozadavku
v poznamce 4.1) a e 2™ je ohranicené funkce.

III. Vé&ta o derivaci obrazu. Nech{F[s(t)] = S(v). Pak

Lo
Flis(t)] = 5-5'(). (4.8)
Dukaz: . N
Flist) = [ tse > ar = | 21 Z_dily[s(t)e—mt] dt =
— 4T
_ i d 7 —2mivt _i I
- == _Zo (e dt = 55 (v).

Priklad 4.3 Mé&me funkei s(t) = e~ ™ a hledejme jeji F-obraz. Kdy# pouzijeme p¥imo
definice, dostavame:

o0 o0

Fle ™ = / e T 2mivt 1y — / e U 4t —| substituce : t +iv =2 = t =z —iv | =
—00 —0o0
400+
= ez = e
—0o-+iv

nebot z teorie funkci komplexni proménné plyne, ze

+o00+iv 00
e dy = / e dy = 1.
—oo+iv —00
(Laplaceuv integral).
Dostali jsme
Fle ™ =e ™. (4.9)
Ukéazeme jesté jeden dulezity zpusob, jak ziskat vysledek (4.9). Funkce s(¢) vyhovuje
diferencialni rovnici
s'(t) = —2mts(t).

Na obé strany této diferencialni rovnice aplikujeme F'T a dostaneme s pouzitim vlastnosti
II. a III.:
F[s'(t)] = 2mivS(v),

Fl-2mts(t)] = —2x Flts(t)] = —27%5'@),

takze dostavame
2mivS(v) = —i S'(v)

S'(v) = —2mvS(v).
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Tuto diferencidlni rovnici pro S(v) lze fesit separaci proménnych a dostaneme
S()=Ke ™, K € R.

o0
Konstantu K uréime nésledovné: Vime, ze S(0) = K a soucasné S(0) = [ e ™ dt = 1.
—00

Cviceni 4.1 Vyse popsanym zpusobem stanovte

Fle ], a > 0.
2 .

[Vysledek:S(v) = \/ge,%yz.]

Piiklad 4.4 Pomoci vlastnosti III stanovme Flte=*’]. S pouzitim vysledku piedchoziho

cviceni mame:
. 3 ,
42 7 T B i)
Flte “t]—— ——\/—ve a.
al a

IV. Véty o translaci. Necht F[s(t)] = S(v) . Pak

a) Fls(t—a)] = e ™S (v).
b) Fle*miets(t)] = S(v — a). (4.10)
V. Véta o zméné& méfitka. Necht F[s(t)] = S(v). Pak
1 v
kt)] = —S(-). 4.11
Flslht)] = 753 (4.11)
Piiklad 4.5 Z prikladu 4.1 mame
2
M= =3S().
Fle ] 1+ 4722 v)
Pomoci véty o zméné méritka dostavame
1 v 2a
—alth — Zq(Zly = =%
Fle=] aS(a) a? + 4m2v?’

VI. Véty o obrazu konvoluce a souéinu. Necht F[s;(t)] = Si(v), F[sa(t)] = So(v). Pak
a) Fl(s1 * s2)(t)] = S1(v).Sa2(v). (4.12)

b) Fls1(t).s2(t)] = S1(v) * Sa(v). (4.13)

Slovy feceno: FT prevadi konvoluci vzord na soucin obrazt a soudin vzord na
konvoluci obrazi.
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Diikaz: Dokazeme prvni vztah a druhy ponechame ¢tenari jako cviceni.

o0 o0 o0 o0
Flsivsl= [1[ sin)s(t - narde ™ at= [[si(r) [ salt = r)e > dtjar =
o0
= / s51(1)e T Sy(v) dr = Sy (v).Ss(v),
coz jsme méli dokézat. Zbyva jesté vypocitat vnitini integral v poslednim dvojném integralu:
/ so(t — 7)e 2™t dt =| substituce : t — 7 =z |= / So(m)e I ETITVT (g = e72TVT G, (1),
— 00 —0o0

Cviceni 4.2 Dokazte vztah (4.13) .Pouzijte vzorec pro inversni FT.

Priklad 4.6 Snadno lze spocitat, ze

—1
Fl1({t)e"] = ————, a < 0.
[1()e”] a—2miv’ ©
7 cviceni 2.5 v kapitole 2 vime, ze
L(t)e™ x 1(t)e™ = 1(t)te™. (4.14)
7 vlastnosti IIT - vété o derivaci obrazu - plyne
v d -1 1
Fll(t)te™] = —— = :
[1(t)te”] 27le/(a—2m'1/) (a — 2miv)?
Pouzijeme-li ptimo vétu o konvoluci, vztah (4.14) dostaneme ihned:
1
1(t)e « 1(t)e™] = F[1(t)e™].F1(t)e"] = ————.
FIEE € 100e) = FO)FI O] = gy

Cviceni 4.3 (Dulezité!)
a) Pouzitim véty o zméné méritka a piikladu 4.5 odvodte vztah (pro a > 0):

.7_-[6727ra\t|] — l a

T2+ a?

= S.(v). (4.15)

b) Podle (4.13) dostavame (b > 0):
.7:[6_2”“‘”.6_2”(’“'] = S, (V) * Sp(v).
Protoze leva strana této rovnosti je podle ad a) rovna
1 (a+))
T’ + (a+0)?

dostavame pomoci (4.13) vztah:

Sa * Sb - Sa+b-
¢) Ovéfte pFimo z definice konvoluce, ze
1 a 1 b 1 a+b

J— * —_ = — .

T2+a® w240 w2+ (a+0b)?
Nasleduje TABULKA 1, v niz jsou piehledné uvedeny pravé probrané vlastnosti FT. V dalsim
textu se budeme odkazovat na ¢isla vlastnosti z této TABULKY 1.
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TABULKAL
1. Flst)] = Sw) = [ s(t)e-2mdt.

— 00

2. FUS)] = s(t) = Z S()e i dy.

3. S(v) = Fls(t)] = s(v) = FIS(—1)].
4. Flersi(t) + casa(t)] = e Fls1(8)] + e Fsa(2)].
5. Fls'(t)] = 2rivS(v).

6. Flts(t)] = 525" (v).

7. Fls(t — a)] = e2mvaS(v).

8. Fle?miets(t)] = S(v — a).

9. Fls(kt)] = 5(3).

10. Flsi(t) * s2(8)] = S1(v).S(v).

11. Fls1(t).s2(t)] = S1(v) * Sa(v).

4.4 Fourierova transformace sudé a liché funkce.

Vratme se k definici FT, tj. ke vztahu (4.1). Pouzijeme-li vztahu (2.15) dostavame:

—2mivt

e = cos 2mvt — isin 2wvt
a
o.¢] o.@] o.@]
S(v) = / s(t)(cos 2mvt — isin 2mvt)dt = / s(t) cos 2mvt dt — i / s(t)sin 2wt dt. (4.16)

Piipomenme, Ze cos 2wt je sudou funkcei a sin 27wt je lichou funkei proménné .

1. Je-li s(t) licha funkce, pak s(t) cos2mvt je rovnéz lichd funkce a s(t) sin 27wt je suda

funkce. Pak
/ s(t) cos 2mvtdt = 0,
o0 +00
/ s(t) sin 2wt dt = 2 / s(t) sin 27wt dt. (4.17)
—00 0

Tudiz FT liché funkce ma tvar:

Fls(t)] = 2i /oos(t) sin 27wt d.
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2. Je-li s(t) suda funkce, pak obdobnym zpusobem zjistime, Ze

Fls(t)] =2 | s(t)cos2mvtdt.

o\—é—

Mame-li funkci s(¢) definovanou pouze na intervalu < 0,400), pak ji muzeme vzdy
roz$itit na interval (—oo, +00) bud tak, aby byla sudd, nebo aby byla licha. Jeji Fourieruv
obraz je pak dan vyse uvedenymi vztahy.

To nés vede k néasledujici definici tzv. sinové a kosinové Fourierovy transformace:
Budiz s(t) komplexni funkce redlné proménné, definovana a po ¢astech spojita na (0, +00),
majici po ¢astech spojitou derivaci. Fourierovym sinovym obrazem (kratce Fs-obrazem)
funkce s(t) rozumime

F,ls(t)] = S;(v) =2 /oos(t) sin 27wt dt. (4.18)

Fourierovym kosinovym obrazem (F.-obrazem) funkce s(¢) rozumime
+00
Fls(t)] = Su(v) = 2 / s(#) cos 2wt dt. (4.19)
0

Poznamka 4.4 Inversni sinova a kosinova F'T je dana vztahy:

s(t) = F,'S,(v)] =2 /OOSS(V) sin 27wt dv, (4.20)
s(t) = FoUS.(v)] = 2 /Oosc(y) cos 2wt dv. (4.21)

4.5 Fourierova transformace é—funkce.

Nyni rozsifime definici FT i na d-funkce. Definice je formalné shodna s definici 1. Tedy

F5(t)] = 705 (t)e 2midt.

— 00

Podle vztahu (3.11) z kapitoly 3 je integral roven funkéni hodnoté funkce e 2! v bodé
t =0, tj. e = 1. Mame tedy vysledek

Flo(t)] =1. (4.22)
Poznamka 4.5 Protoze FT J-funkci je formalné stejna s definici 1, plati vztahy z TA-

BULKY I pfimétené i v pripadé, kdy ptipoustime d-funkce. (Zde slovo ,pfiméfené“ znamenda
ve smyslu teorie distribuci.)
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Piiklad 4.7 F-obraz posunuté d-funkce 6(t — o) je podle definice roven

.7:[5(75 — to)] = / (5(t _ to)e—%iutdt _ p—2mivto
Stejny vysledek dostaneme (presvédéte se!), pouzijeme-li vztah (4.22) a vlastnost 7 z TA-
BULKY L

Priklad 4.8 7 paragrafu 3.4 kapitoly 3 vime, ze

ft) () = f(1),
viz vztah (3.16). Podle vlastnosti 10 z TABULKY I mame:

FLUf@) «o(0)] = FIFOLF0@)] = FLf(#)].

Poznamka 4.6 (Dulezita!)Rozsifeni mnoziny F-predmétu o J-funkce mé tento dusledek.
Protoze

Flo(B)] =1,
pak podle vlastnosti 3 z TABULKY I je F-obrazem konstantni funkce 1 (kterd je suda)
d—funkce §(t), tj.

F1] =6(¢). (4.23)

Konstantni funkce s(t) = 1 nespliiuje tfeti pozadavek z Poznamky 4.1, nebof
/ 1dt = +o00.
—00

Tedy vynechéni tohoto pozadavku na F-predméty ma za nasledek, ze se mezi F-obrazy
objevi i 0-funkce a naopak.

Protoze jsme vztah (4.23) dostali dosti forméalnim zpusobem, odvodime v nésledujicim
odstavci tento vztah jesté jednou a to metodou, ktera je sama o sobé velmi dulezita, zvlasté
pak v aplikacich pfi zpracovani interferogramu.

4.6 JF-obraz obdélnikového impulsu.

Konstantni funkce s(t) =1 prot € R je limitou obdélnikového impulsu

|1 pro |t|<T,
rT(t)_{ 0 pro |t|>T. (4.24)

pro T — +o00, tj.

li =1 Sech .
Am rr(t) pro vSechna t € R

Uréeme F-obraz funkce rp(t):




1 6—27rz'1/T_ 2wwT

e 1.
= —E 2 = E SIH(QTFTZ/) =
in(27T
_orSCTTY) o Gine(@nTh).
2nTv
Tedy
Flrr(t)] = 2T sinc(2nTv). (4.25)

Funkce 2T'sinc(27Tv) mé veliky vyznam pii zpracovani interferogramu pomoci FT a proto
se u ni zastavime podrobnéji. Jeji graf je na obr. 4.1.

2T -- hl.p.

1/2T

v/\/\/\ V\/\/\\,
\/\/\/ A S

L/T -- vedl.p

Obrazek 4.1: Obraz obdélnikového impulsu

Graf funkce 2Tsinc(27Tv) mé jeden hlavni pik o vySce 27. Nulové body této funkce
jsou uréeny nulovymi body funkce sin(277Tv), kromé bodu v = 0!!! Jsou to body

k
Yk = o kE=4+1,4£2,... . (4.26)
Tedy sirka hlavniho piku na ose v je % a §irka vedlejsich piki je % Graf na obr. 4.1 je
F-spektrem obdélnikového impulsu. Vratme se ke vztahu (4.25), kde provedeme na obou
stranach limitni pfechod pro T' — +o0o. Jestlize T — +o0, pak rr(t) — 1, pro vSechna
t € R. Na pravé strané (4.25) dostavame pro T" — 400 na zakladé vysledku z Ptikladu 3.1
v kapitole 3

Tl_l&loo 2Tsinc(2nTv) = 6(v).
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[z obr. 4.1 je vidét, ze pro T" — 400
se hlavni pik stava nekonecné uz-
kym a vysokym a vedlejsi piky jsou
zcela potlaceny, takze | limita grafu®
na obr. 4.1 pro T" — +o00 je graf J-
funkce nakresleny na obr. 4.2.

Poznamka 4.7 V limité pro T —
+00 mé pak vztah (4.25) tvar

F[1] = 6(v).

Obrazek 4.2: Obraz konstanty
Tim jsme znovu odvodili vztah

(4.23).

Piiklad 4.9 V tomto piikladu odvodime znovu vztah (4.23) a to postupem, ktery je sam
o sobé velmi dulezity.
Uvazujme posloupnost funkeci

fat) =€, n=1,2,.. .

Plati

[t]

lim f,(t) = lim e”» =1 pro vSechna t € R.

n—0o0 n—0o0

Déale mame

‘ . i .
f-[fn(t)] — / 6—76—27r1,1/tdt — / 6(%_2ﬂzy)tdt + / e—(%+27r1,1/)tdt = T _ QWZV + 1 + 27('[1/ —
oo “0 0 n "
B 2n
1+ (2mvn)?’

Pak

. . 2n
lim F[fa(t)] = F[1] = T}g{;m =0(v),

nebot pro v = 0 je limita rovna +00 a pro v # 0 je limita rovna 0, takze jsme znovu obdrzeli
vztah (4.23).
4.7 F-obraz trojuhelnikového impulsu.

Méjme déan tzv. trojihelnikovy impuls

(4.27)

_u
aT(t):{ l—7 pro [t]<T,

0 pro |t |>T,

jehoz graf je nakreslen na obr.4.3.
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F-obraz neboli F-spektrum troju-
helnikového impulsu méa opét znac-
nou dulezitost pri analyze interfero-
T - t  gramu.

Obrézek 4.3: Trojuhelnikovy impuls

Pii vypocétu Flar(t)] vyuzijeme toho, ze ar(t) je suda funkce. Mame tedy:

T T 0 T
t 1
Flar(t)] = /(1 - %) cos 2rvt dt = / cos 2t dt + T[/ tcos2mvtdt — /tcos 2nvtdt] =
-T -T -T 0
B [sin 27r1/t]T n l[tsin 2rvt n cos 27rut]0 _ l[ sin 2mvt n Ccos 27rut]T _ 21 —cos2m/T _
St T 21w 2mv)2 7T TY 2mw 2mv)2 T (27v)?
+ 92 T
_ T% — Tsin(mvT).

Dostali jsme tedy

Flar(t)] = Tsinc? (7 Tv). (4.28)

Spektrum trojthelnikového impulsu, tj. graf funkce Tsinc?(7Tv) je nakreslen na obr.4.4.

1/T

- 7

2/T

Obréazek 4.4: Obraz trojtihelnikového impulsu

Opét jde-li T — +o0, graf funkce Tsinc?(7Tv) ,konverguje ke grafu §—funkce 6(v).

Poznamka 4.8 Srovnanim grafi na obr. 4.1 a obr. 4.4 vidime, ze hlavni pik na obr. 4.4 je
sice dvakrat Sirsi nez na obr. 4.1, na druhou stranu jsou vsak vedlejs$i piky zna¢né mensi.
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4.8 Grafické znazornéni F—obrazu a terminologické po-
znamky.

F-obraz funkce (signilu) s(t) se také nazyva, jak vime z predchoziho textu, F-spektrem
signalu.

V pfipadé, ze je S(v) redlnou funkci, muzeme p¥imo nakreslit jeji graf, viz obr. 4.1, 4.2,
4.4. Tento graf budeme nazyvat spektrem signalu s(¢).

V pripadé, ze S(v) je komplexni funkci, S(v) = ReS(v)+iImS(v), zavidime nésledujici
velic¢iny:

Aw) =| S) |= /ReS()]2 + ImS(»)]2, (4.29)
d(v) = argS(v), (4.30)
P(v) =| S(v) |>= A%(v). (4.31)

Veli¢ina A(v) je amplitudové spektrum, ®(v) je fazové spektrum a P(v) je vyko-
nové spektrum.

VSechny tyto funkce jsou redlné a jejich grafy se nazyvaji stejné. Mezi vykonovym a
amplitudovym spektrem neni z hlediska IC spektroskopie Zadny podstatny rozdil. Pojem
vykonového spektra se zavadi z jistych ”technicko-teoretickych” duvodi, s nimiz se v téchto
skriptech nesetkame.

Vratme se jeste ke vztahum (4.29) a (4.30). Veli¢ina ®(v) je argument komplexniho ¢isla
S(v), takze muzeme psat

S(v) = A(v)e®™). (4.32)

Tento vztah vyjadruje souvislost mezi F-spektrem , amplitudovym a fazovym spektrem
signélu s(t).
Pfipomenme jeste, Ze fazové spektrum ®(v) lze vypocitat ze vztahu

tg (o)) = E’ZEEZ; (4.33)

Déle je uzite¢né uvédomit si toto: Zname-li spektrum S(v) a fazové spektrum ®(v) , pak
1ze amplitudové spektrum A(v) ziskat pfimo ze vztaho (4.32) ve tvaru

A(v) = S(v)e W), (4.34)

aniz bychom pouzili (4.29).
Vztah (4.34) je zakladem pro tzv. multiplikativni fazovou korekci, kterou je nutno provést
béhem transformace interferogramu na spektrum. Podrobnéji o tom pojedname v kapitole 6.

4.9 Fourierova transformace periodickych funkci.

v

Nyni ptistoupime k nejdulezitéjsi vlastnosti FT. Odvodime F-obrazy periodickych funkci a to
specidlné funkei cos 2wyt a sin 2wyt jejichz frekvence je vy (perioda T = Vio ). ProtozZe tyto
funkce nespliiuji pozadavek (3) z poznamky 4.1, budou F-obrazy téchto funkci obsahovat
o-funkce.
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Vyjdéme ze znamého vztahu

N
Fl1] =6(v).
Pak podle vlastnosti 8 z TABULKY
I dostavame

v Fle*™™t 1] = §(v — ). (4.35)
A%

Spektrum komplexniho periodického

signalu s(t) = e?™! je nakresle-

Obrazek 4.5: Obraz e2rivot no na obr. 4.5 a sestava z jedné

ostré spektralni ¢ary nekonecné uz-
kého piku.

7 Eulerovych vzorcu plyne,ze

1 . _
cos 2Tt = 5(627rwmt + g 2mivoty

a
1 . .
sin 2wyt = 2—2,(627””0'5 — e~ 2minoly,
Pouzitim vysledku (4.35) a linearity FT dostavame
1
Fleos 2mvgt] = 5[5(1/ — ) + (v + )] (4.36)
¢ 1
Flsin 2nyyt] = ?[6(1/ —1p) — 0(v + )] (4.37)
i

Odpovidajici spektra jsou nakreslena na obr.4.6 a 4.7.

Obréazek 4.6: Obraz cos 2wyt Obréazek 4.7: Obraz sin 27wyt

Pritomnost zapornych frekvenci se obvykle neuvazuje, pracuje se pouze s pra-
vou casti spekter, tj. v oblasti kladnych frekvenci.
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Ze znamého spektra signalu lze tedy vycist, zda se jedna o periodicky signal a jakou méa
frekvenci. Obsahuje-1i spektrum signédlu s(¢) nékolik diskretnich ¢ar, znamend to, ze signél
s(t) obsahuje nékolik periodickych slozek.

Cviceni 4.4 Nakreslete vykonové spektrum signalu

Cviceni 4.5 Nakreslete spektrum signalu
s(t) = cos(2mu4t). cos(2muat).

Cviceni 4.6 Odvodte alesponn dvéma ruznymi zpusoby vztah (a > 0):

a a

a? + (v — vp)? + a?+ (v + V0)2)' (4.38)

L

F —2malt| 9 = ——
e cos 2 vgt] o

Néavod:
a) Pouzijte vztah (4.15) a vlastnost 11 z TABULKY I.
b)Pouzijte definici FT. Pfi vypoctu integralu pouzijte vztah

/ e cos btdt = Re / eetdt.

4.10 Signaly konecéné délky.
Jestlize s(t) predstavuje signal ziskany néjakou méfici aparaturou, nap¥. Michelsonovym
interferometrem, pak je z praktického hlediska ziejmé, ze tato funkce neni zndma na celém
intervalu (—oo, +00). Signél je zndm pouze na kone¢ném intervalu (=7, 7). Je-li takto dany
signal zpracovan pocitacovym programem, jehoz vysledkem ma byt F-obraz signalu, pak se
konecnd délka signalu projevi nasledujicim zptusobem.

Predpokladejme, zZe mérici aparatura generuje periodicky signal

st(t) = cos 2wyt

prot €< =T,T > . Tento signél je vhodné zapsat pomoci obdélnikového impulsu rz(t)
(viz paragraf 3.6) a periodické funkce cos 2wyt jako jejich souéin, tj.

st(t) = ro(t) cos 2mgt. (4.39)
Pak F-obraz signéalu sr(t) je (vlastnost 11 z TABULKY I):
Flsr(t)] = Flrr(t) cos2mvpt] = Flre(t)] x Fleos 2muyt].
Podle vztahu (4.25) z paragrafu 4.6 je

Flrr(t)] = 2Tsinc(2nTv)
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a déle mame (viz vztah (4.36)):
1
Flcos 2miyt] = 5[6(1/ — 1) + (v + ).

Vynechame-li v poslednim vyrazu ¢len §(v + vy) odpovidajici zaporné frekvenci (tudiz ne-
majici prakticky vyznam) dostaneme F-obraz periodického signdlu kone¢né délky ve
tvaru

Flsr(t)] = %5@ 1) # (2Tsinc(2rTw)) = Tsine(2xT (v — ). (4.40)

Spektrum signalu sr(t) je nakres-
leno na obr.4.8 a dostaneme je po-
sunutim grafu funkce Tsinc(277Tv)
o vy doprava. TakZe pro perio-

v dicky signal kone¢né délky do-
staneme misto ostré spektralni
¢ary hlavni pik o Sifce % a malé
postranni piky.

Obrazek 4.8: Pristrojova kiivka

Poznamka 4.9 Tvar spektra (neboli spektralni kiivky) je vlastné uréen F-obrazem ,,ofe-
zavaciho“ obdélnikového impulsu r7(¢). V ruznych pfistrojich jsou voleny rizné ofezavaci
impulsy (viz dale paragraf 3.11), které urcuji tvar spektralni kiivky. Proto se tato kfivka
nazyva pristrojovou ki¥ivkou. (Anglicky: instrument line shape (ILS) function.)

Pri praktickém pouziti FT realizované pocitacem je zadouci, aby hlavni pik
byl co moZna nejuzsi a postranni piky co mozna nejmensi. Divod je nasledujici:
Necht signal s(t), ¢ € R obsahuje dvé frekvence v a vy, které jsou blizké, tj. spektrum
signalu je na obr.4.9.

Obrazek 4.9: Spektrum signalu Obrézek 4.10: Spatna rozlisitelnost

Jestlize budeme signal mérit v intervalu < —7,7T >, délky 27T, za pouziti obdélnikového
impulsu r7(t), pticemz T bude takové, 7ze

1
ﬁzVQ_l/la

pak kazdé frekvenci v a v odpovida hlavni pik o Sifce %, viz obr. 4.10. Ve spektru se vlivem
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linearity F'T objevi ,,soucet pikt“, na obr. 4.10 plna ¢ara. Pak v tomto prfipadé nemuzeme
ve spektru signalu rozlisit od sebe frekvence v a vs.

Zvétsime-li délku signalu T' tak, aby

VQ—V1Z%, tj. T' > o,

(4.41)
pak oba piky budou dostatec¢né tzké,
viz obr. 4.11, a to nam dovoli
rozlisit obé frekvence signalu. Po-
znamenejme jesté, ze pouzijeme-li
misto obdélnikového impulsu troj-
uhelnikovy, pak délka signalu 2T
musi byt 7" > VQEVI. Tudiz rozlisi-
telnost frekvenci ve spektru signalu
zavisi na délce signalu. Zdalo by
Obrazek 4.11: Dobra rozlisitelnost se, ze muzeme dosdhnout libovolné
velké rozlisitelnosti tim, ze dany sig-
nal budeme uvazovat na tak dlou-

hém intervalu, jak potiebujeme.

N
)

A\

Avsak délka signédlu je omezena technickymi moznostmi pristroje, ktery dany signal ge-
neruje. Napiiklad délka signalu, ktery dostavame pomoci Michelsonova interferometru (tj.
délka interferogramu) je omezena velikosti maximalniho mozného posuvu pohyblivého zrca-
dla v interferometru. Zvysovani rozlisitelnosti ve spektru zvétsovanim délky signélu je tedy
technicky omezeno.
piky. K potlaceni postrannich piku pouzivime postup zvany apodizace, viz nasledujici
paragraf.

4.11 Apodizace.

7 predchazejiciho paragrafu vime, ze tvar spektralni k¥ivky je urcen F-obrazem obdélniko-
vého ,ofezavaciho“ impulsu. ,,Ofezavaci funkci“ muzeme volit i jinou a volbu provést tak,
aby postranni piky pristrojové kiivky byly co nejmensi.

V paragrafu 3.7 jsme odvodili spektrum trojihelnikového impulsu, viz obr. 4.3. Pristro-
jovéa kiivka, tj. spektrum trojthelnikového ,ofezavaciho* impulsu ar(t) méa postranni piky
mnohem mensi ve srovnani s obdélnikovym impulsem, jak mizeme vidét na obr. 4.4.

Potlac¢eni postrannich piku ve spektru se nazyva apodiz ac e a ofeza-
vaci funkce, které maji tuto vlastnost se nazyvaji apodizacéni funkce. Nejuzivanéjsi
apodizac¢ni funkei v IC-spektroskopii je trojthelnikova apodiza¢ni funkce az(t). Kromé ni se
pouziva rada dalSich apodizac¢nich funkci.

Nasleduje prehled osmi nejpouzivanéjsich apodizac¢nich funkci a jim odpovidajicich pri-
strojovych ktivek. Pripominame, 7e s prvnimi ¢tyimi jsme se jiz v tomto textu setkali.
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I. Obdélnikova apodizac¢ni funkce
a)

1 pro |tIKT
rT(t)_{O pro |t|>T

b) Pristrojova kiivka:

Flrr(t)] = 2T sinc(27Tv)

II. Trojihelnikova apodiza¢ni funkce

a)
1-4 pro |t|<T
—_= T -
ar(t) { 0 pro |[t[>T

b) Pristrojova kiivka:

Flar(t)] = Tsinc®(7Tv)
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III. Gaussova apodizacéni funkce

a)
242

gr(t) =e

b) Pristrojova kiivka:

IV. Exponencialni apodizac¢ni funkce

a)
—alt|
_Je pro |t|<T
6T(t)_{ 0 pro |t|>T !

b) Pristrojova kiivka:

2 -aT
= (1-e®7)

2 2cos(dmw)  Amw sin(4d7w)

Fler(t)] = -
ler(t)] 1+4m2w? e? (1+4n2w?) e (1+472w?)
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V. Lichobéznikova apodizac¢ni funkce

0 pro |[t|>T

=T T _
()= T pro t € (—T,—b)

1 pro t € (—b,b

AL pro te€ (b, T)

b) Pristrojova kiivka:

VI. Ctvrtvlnova kosinova apodiza¢ni funkce

a)
7|t|

Cos pro |[t|<T
t 2T

cr(l) {0 pro |t|>T

b) Pristrojova kiivka:

T cos2nTv
7(16T%v2 — 1)

Fler(t)] = —

T+b
Fllr(t)] = (T + b) sincwv (b + T) sincv(b —T) ’ \

20

,
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VII. Happ-Geuzelova kosinova apodizacéni funkce
a)

[ 0.544046c0osZt pro |t|<T
hT(t)_{ 0 pro |t|>T

N
-

b) Pristrojova kiivka:

2(—0.27 + 0.16t*v?) sin 2T

Flhr(®)] = v (4T?v? — 1)

S~
_—

VIII. Blackman-Harrisova kosinova apodizac¢ni funkce
a)

0.42323+

+0.49755 cos Z+
+0.07922cos &t pro |t |<T
0 pro |[t|>T

br(t) =

S
~

b) Pristrojova kiivka:

B 0.42323 sin 271T'v
- mw(T?v? —1)(4T%% — 1)

Flor(1)]

0.20517T2v sin 27T v

S~
-

AT D@ =)
n 0.01967*13 sin 27 Tv
n(T?v? — 1)(4T%v% — 1)
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4.12 Dekonvoluce.

Dekonvoluce je dalsi metoda, kterou lze zvysit rozliSitelnost spektralnich car ve spektru
daného signalu ve vymezené oblasti frekvenci.

Uvazujme spektrum S(v) signalu s(t). Podstata metody dekonvoluce je nésledujici: Sna-
zime se vyjadrit spektrum S(v) jako konvoluci

A

S(v) = S(v) = L(v), (4.42)

dvou spekter, tzv. dekonvoluéniho spektra S'(V) a spektra L(v), pficemZ chceme aby
dekonvoluéni spektrum S(v) mélo co nejuzsi piky, teoreticky tedy d-funkce. Spektrum L(v)
je pak ,odpovédné“ za rozsirovani spektralnich ¢ar. Podle vlastnosti 11 z TABULKY I vime,
ze konvoluce obrazu odpovida soucinu vzoru, takze ptivodni signal s(t) lze vzhledem k (4.42)
napsat jako soucin

s(t) = §(t).1(¢), (4.43)
kde R

Fl3(8)] = S(v) a FIU(1)] = L(v).
Pak je [(t) slozka signélu, kterd je odpovédna za rozsifovani spektralnich ¢ar ve spektru.
Vynésobenim signélu s(t) funkci ﬁ dostaneme signal 5(¢), jeho# spektrum S(v)-
dekonvolué¢ni spektrum signédlu s(¢) mé Gzké piky a tedy vysokou rozlisitelnost.
Celou situaci budeme demonstrovat na nasledujicim velmi jednoduchém piikladu.

Piiklad 4.10 Podle vztahu (4.38) ze cviceni 4.6 plati:

e e
C2mal+ (v —1p)? a4 (v 1)t

Fle=?ma cos 2miyt] = S(v)

V tomto jednoduchém piikladu vidime snadno, jak rozlozit S() na dekonvoluéni spektrum
S(v) a ,zbytek“, tedy

1 a a a
%[CLZ + (l/ — 1/0)2 + Cl/2 T (l/ + V[])Z] = [5(1/ — VU) —+ 5(1/ + VO)] * —271'(0,2 T 1/2),
takze R u
S(v)=0(v—w)+d(v+uwy) a L(v) :m.

Dekonvoluéni spektrum 5’(1/) je spektrem signalu §(t) = cos2myyt. Spektrum ,odpovédné®
za rozsiteni spektralnich ¢ar je L(v), viz obr.4.12, a je to spektrum signalu [(¢) = e~27/t,

Pak
1

10)

— e?ﬂa\t|

1
@s(t) = cos 2yt = 5(t).
Dekonvoluéni spektrum signalu s(t) je d(v — vp) + 0(v + 149) a ma pozadované vlastnosti
(nekonecéné uzké piky).
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1/2Na

Obrazek 4.12: Spektrum I(¢)

Priklad byl proto tak jednoduchy, protoze tvar signalu jsme zamérné zvolili jako soucin
a z toho duvodu jsme snadno provedli dekonvoluci.

Pti praktickém pouziti metody dekonvoluce nezndme a priori funkei [(¢) resp. L(v). Na-
znacme, jak se postupuje pii praktickém pouziti dekonvoluce.

Méjme naméfeny signal (napf. interferogram) s(t), ktery je nakresaleny na obr. 4.13a.
Jeho spektrum je na obr. 4.13b. Existence ,malo ostrého” lokadlnitho minima pro v = m
nas upozoriuje na moznost, ze jsou ve spektru ,skryty“ dva blizké piky, které zatim nejsou
rozliSeny. Nyni je tfeba vhodnou volbou funkce {(t) dosdhnout toho, aby signél

mél spektrum s vyssi rozlisitelnosti. Volba funkce [(t) se v takovémto pripadé fidi vice méné
citem, resp. zkuSenosti, resp. je pfedmétem experimentovani. Zvolime-li funkci () tak
jak je zndzornéno na obr. 4.13c, kde je nakreslen graf funkce [(t) a graf funkce ﬁ je nakres-
len na obr. 4.13d, pak signal §(¢) je nakreslen na obr. 4.13e. Spektrum tohoto signalu, tj.
dekonvolu¢ni spektrum signélu s(¢) je pak na obr. 4.13f. Nase volba funkce () byla Gspésna
a dekonvolu¢ni spektrum ukazuje existenci dvou frekvenci vy = 7.8, v, = 8.5 v signalu s(t).

1
- t
1
7.5 8 8.5 9 9. 5V
a) graf s(t) b) graf S(t)
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4
4
l-\/- 1
0 15 0 1°
c) graf [(t) d) graf 1/1(t)

\AAANLILA
TRTAVAVAVAVRIATAS

e) graf 5(¢) f) graf S(t)
Obrazek 4.13: Dekonvoluce-priklad

Déle se ukazuje, ze v oblasti kolem frekvence v3 = 9.0 mohou existovat dalsi piky. Tuto
moznost je ovSem nutné testovat dalsi vhodnou volbou funkce I(t).

V dodatku D se seznamime s pocitacovym programem MATHEMATICA, ktery umoziu-
je pocitacové experimenty s vySe popsanymi vlastnostmi FT.

4.13 Aliasing a prekryvani frekvenci.

Nyni se budeme zabyvat velmi dulezitym problémem, a to, jaky vliv ma na spektrum
signilu jehodiskretizace.

Uvazujme tedy nekone¢ny spojity signal s(t) a vyberme ¢asovy krok A, tzv. vzorkovaci
interval. Pak diskretizaci signdlu s(¢) muzeme zapsat ve tvaru souinu (viz paragraf 3.6
v Kapitole 3):

sa(t) = s(t).i(t), (4.44)
kde
+00
i(t)y= > 6(t—nA) (4.45)

je nekonecnd rada J-funkci, tj. impulsu v ¢asech

..... L —nA, o =20, —AL0, A 2A, . DA,
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FT diskretizovaného signalu sa (¢) ziskAme pomoci vlastnosti 11 z TABULKY I jako F-obraz
soucinu, tj.

Flsa®)] = Fls(t)]  FLi(1)].

Oznacme:
Fls(®)] = S(v),
Flsa(t)] = Sa(v),
Fli(t)] = I(v),
takze
Sa(v) =S(v) « I(v). (4.46)
Da se dokazat, ze plati:
:]:[Jio d(t — nA)] =X Z d(v (4.47)

tj. FT prevadi fadu d—funkci opét v fadu 6 —funkei. Dosazenim z (4.47) do (4.46) dostavame:

Sa(v) = S(v) * I(v) = / S(v — 8)I(s)ds = / S(Z/—S)[% 3 5(5—%)]@:

1 +°° 1 = n
= / v—5) S_Z)dS_Z > S(Z/—K).

Tudiz F-obraz (spektrum) diskretizovaného signalu je
1 i
=X Z SV—— (4.48)

kde na pravé strané je rada sestavend z funkcénich hodnot spektra spojitého signalu.

Poznamka 4.10 (Dulezitd!!) Funkce Sa(v) je periodickou funkci, jejiz perioda je

rovna .
Dukaz:
Pocitejme:
1 1 I 1 +1
S(Vj: :—ZSVj:———:—ZSV—nA) Sa(v)
coz jsme méli dokazat.
Piipomeinme, Ze graf funkce S(v — %) ziskdme z grafu funkce S(v) posunutim o % jednotek

doprava resp. doleva, v zavislosti na znaménku ¢isla n.

TudiZz spektrum Si(v) diskretizovaného signdlu je s o u ¢ t e m pfFisluiné
posunutych spekter spojitého signalu. Tento jev se nazyva v anglicky psané literature
aliasing.

Mohou nastat tyto dva pripady:
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Piipad 1.

Spektrum S(v) spojitého signalu je rovno nule vné néjakého intervalu < —uvy, vy >, jehoz
délka je mensi nez x-perioda spektra Sa(v), viz obr.4.14. Pak spektrum S (v) diskretizova-
ného signalu dostaneme periodickym opakovanim grafu S(v), tj. spektra spojitého signalu
s(t), viz obr.4.15.

-1
2A o o 2A

Sa (V)
N TN S SR S
A 2A 2A A 2A A

Obrazek 4.15: Spektrum diskretizovaného signalu

V tomto pripadé je spektrem Sa(v) diskretizovaného signdlu urcéeno presné spektrum
S(v) puvodniho spojitého signélu. Sta¢i se omezit na néjaky interval délky <.

Piiklad 4.11 Funkce sin(607t) ma periodu T = 2= = =, tudiz ma frekvenci v = 30Hz.
Diskretizujeme-li tuto funkci se vzorkovacim intervalem A = ﬁ (tj. za jednu sekundu jsme
signél snimali 256krat), pak se nAm ve spektru objevi jeden ostry pik na frekvenci vy = 30
a druhy na frekvenci v; = —30. Tento se obvykle pocitacem nezobrazuje, nebot zpravidla

pracujeme jen s k ladnymi frekvencemi, takze dalsi pik se objevi na frekvenci
1
v + — = —30 + 256 = 226.
A
(Viz priklady v Kapitole 6.)

Piipad II.

V pfipadé, Ze je spektrum S(v) nenulové na intervalu, ktery je delsi nez i, pak dochéazi
k ,prekryvani“ grafi S(v) a S(v — %), jak je nakresleno na obr.4.16,4.17.

Tento jev se nazyva p¥ekryvani frekvenci (nékdy také aliasing) a zhorSuje kvalitu
(rozlisitelnost) spektra. V tomto piipadé nemuzeme ze spektra Sa(v) presné uréit spektrum

S(v).

26



‘ : \Y,
-1 1
2A 2A
Obréazek 4.16: Puvodni spektrum
Sp V)
1 1 1 1 3
A 2A 2A A 2A

Obréazek 4.17: Prekryvani frekvenci

Poznamka 4.11 Pro dany vzorkovaci interval A nazyvame frekvenci

_ 1
- 2A

Ve

(4.49)

Nyquistovou frekvenci. Je to nejvyssi frekvence signalu, kterou muzeme pti daném vzor-
kovacim intervalu A spolehlivé urcit ze ziskaného spektra.

Piiklad 4.12 Necht je vzorkovaci interval A = 0, 1s. Pak je Nyquistova frekvence rovna

1
. = — = bHz.
Ve = 5x z
Hodnota spektra Sa(v) diskretizovaného signalu je napf. pro v = 4Hz podle vztahu (4.48)
rovna

Sa(4) = 0,11 io 5(4—0?1) =10.[...+5(44+20)+S(4+10)+S(4)+S(4—10)+S(4—20)+....].

n=-—oo

Frekvence ...-16,-6,14,24,... se nazyvaji dvojniky (aliases) zakladni frekvence v = 4.

Piiklad 4.13 Urceme délku 27 spojitého signalu a vzorkovaci interval A tak, abychom ve
spektru mohli rozlisit piky odpovidajici frekvencim v; = 99Hz a v, = 100Hz.
Délku signalu uré¢ime pomoci vztahu (4.41):




Signal musi mit délku alespon 2 sekundy. Vzorkovaci interval A je ur¢en podminkou, aby
Nyquistova frekvence byla alespon 100Hz, t;.

L S 100 = A <0005
IA = =1, DH0s.

Tudiz v intervalu 1 s musime vzit alesponn 200 hodnot signalu.

Poznamka 4.12 Jaky vliv na pozorovany jev muze mit nevhodné volba vzorkovaciho in-
tervalu A si ukdzeme na jednom jevu, ktery dobfe zname z filmu. Vime, Ze filmova kamera
snima 25 snimku za sekundu, tedy A = % Necht kamera snima jedouci kocar, jehoz kola
maji pro jednoduchost jen ¢tyri loukoté. Jestlize je rychlost kocaru takova, ze se kola otoci
0 90 stupnu za % sekundy, pak se na filmu kola jevi, jako by stala. Pro spravné zaznamenani
otaceni kol pri vétsich rychlostech kocaru je vzorkovaci interval A = % prilis dlouhy. Dochézi
pii ném ke zcela zkreslenym zaznamum, napf. Ze se kola otaceji pozpatku.

Poznamka 4.13 (Dulezita!) Na zavér této kapitoly uvedme jeste nékolik poznamek k ozna-
¢eni pouzivanych v této kapitole. Signaly jsme znacili s(¢), kde proménnd ¢ byla interpreto-
vana jako ¢as a F-obraz signalu jsme znadili S(v), kde proménna v byla interpretovana jako
frekvence.

Tento zpusob jsme volili proto, ze zakladni pojmy a vlastnosti Fourierovy transformace
se v tomto kontextu vysvétluji nejsnadnéji. Protoze tato skripta jsou vénovana F'T pro in-
fracervenou spektroskopii (IC), zastavme se kratce u oznaceni pouzivanych v IC.

V IC je signalem interferogram (viz kap.6), znaceny obvykle P(z), kde z je velikost optic-
kého drahového rozdilu v Michelsonové interferometru a P(x) je svételny tok zaznamenavany
detektorem. Takto ziskany interferogram P(z) je zpracovan pomoci FT. tj.

FIP(x)] = S(7) = / P(z)e 2 g, (4.50)

— 00

kde proménnd 7 v F-obraze S(©) znamena vlnoc€et. Pracovat s vinoctem je vyhodnéjsi,
nebot IC spektroskopie pracuje se svétlem, jehoz frekvence je fadové 10'2 — 103 Hz, takze
vlnocet
v
=
c

vvvvvv

V tomto duchu nyni preformulujeme ptiklady 4.11 az 4.13.
Priklad 4.14 Nechf c znaci rychlost svétla. Funkce
P(z) = cos(6710%cx)

ma periodu
2 1
7= _ 107
6mcl03 3¢

a frekvenci

_ ! =3.10°
V()—T—. .C,
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které odpovida vlnocet v
v

7y = — = 3000cm .
c
Diskretizujeme-li tuto funkci se vzorkovacim intervalem Az = 107%*em, pak se nam
ve spektru objevi jeden ostry pik na vlno¢tu 7y, = 3000cm~' a druhy na vlnoctu 7, =
—3000cm L. Tento se obvykle poc¢itacem nezobrazuje. Dalsi ostry pik se objevi na vlno¢tu

1
7y + — = —3000 + 10000 = 7000.
Ax

Nyquistav vlnocet. Pro dany vzorkovaci interval Az nazyvame vinocet

1

G 4.51
TN (4.51)

Nyquistovym vlnoctem. Je to nejvétsi vinocet, ktery muzeme pii daném vzorkovacim inter-
valu Az spolehlivé urcit ze ziskaného spektra.

Piiklad 4.15 Necht je vzorkovaci interval Az = 0,0001cm. Pak je Nyquistuv vlnocet roven

. 1 1
Hodnota spektra Sa(7) diskretizovaného signalu je napt. pro 7 = 3000cm ! podle vztahu
(4.48) rovna
n

T

+o0
SA(3000) = 10* > S(3000 —

= 10°[- - - 4+ 5(3000 + 10000) + S(3000) + 5(3000 — 10000) + - - -].

Vlnoé¢ty ---,—7000, 13000, - - - se nazyvaji dvojniky (aliases) zdkladniho vino¢tu » = 3000.

Priklad 4.16 Urceme posun pohyblivého zrcadla v Michelsonové interferometru a délku
vzorkovaciho intervalu Az tak, abychom ve spektru mohli rozlisit piky odpovidajici vino¢tum
vy = 2499 a vy = 2500.

Regeni: Miniméln{ posun oznaéme d a pouzijme vztah (4.41):

1

d=————=1cm.
2500 — 2499

Vzorkovaci interval Az je ur¢en podminkou, aby
L 29500 — Az < —— =210~
— r< ——=2. cm.
2Ax — — 5000

Tedy v intervalu délky 1 cm musime zaregistrovat alesponn 5000 hodnot signalu.
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Kapitola 5

Diskrétni Fourierova transformace

5.1 Zavedeni diskrétni FT (DFT)

Pripomenme defini¢ni vztah pro FT signalu s(t):

o0

S(v) = / s(t)e~2mitdy (5.1)

a vzorce pro inverzni FT:
o0

s(t) = / S(v)e* vt dy., (5.2)
—0o0

Je ziejmé, 7e pii praktickém pouziti FT musime integral na pravé strané (5.1) pocitat
numericky.

Pred vlastnim numerickym vypoc¢tem musime signdl vhodné ,upravit“, tj. vynasobit
vhodnou apodizaéni funkci (viz. paragraf 4.11 v kapitole 4), pop¥ipadé pouzit dekonvolu¢ni
metodu a potom signal diskretizovat, resp. diskretizovany signal upravujeme vySe zminénym
zpusobem. To zalezi na pristrojovém vybaveni, které pouzivame. Nyni pristupme k odvozeni
vztahu pro DFT. Samotny fakt, ze pracujeme s diskretizovanym signalem nas vede k tomu, ze
integral v (5.1) nahrazujeme Riemanovym integralnim sou¢tem. Uvazujme tedy signél
s(t) konecné délky, tj. t € (0,T) se vzorkovacim intervalem A = At, ktery volime tak, Ze

kde N je pocet dilku, na ktery je interval (0, T) rozdélen.
Polozme
t=kAtk=0,1,...,N — 1.

Pak s(tx) jsou hodnoty diskretizovaného signélu. Pro dané v dostavame

S(v) = At kz_; sty )e 2t (5.4)
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Protoze potiebujeme znét graf funkce S(v), musime poécitat funkéni hodnoty S(v) v co
nejvice bodech. Tyto body volime nasledujicim zpusobem:

v, =nAv, n=0,1,...,N — 1,

kde )
Av = —. 2.5
v=7 (5.5
Pak T 1 )
A . A = — — = —, .
t-Av N ToWN (5.6)
Jesté urcéime . T "
n
Dosazenim do (5.4) za v = v, dostavame
Nl 2rink
S(vp) =At > s(te)e "8, n=0,1,...,N—1. (5.8)
k=0
Zcela anologicky odvodime, 7e vztah (5.2) piejde na vztah
Nl 2mikn
s(ty) =Av Y S(p)e ™~ ,k=0,1,...,N —1. (5.9)
n=0

Vztahy (5.8) a (5.9) definuji DFT a inverzni DFT (IDFT). Zastavme se u nich podrobnéji.
Ozna¢me pro struc¢nost

S(tk) = Qf, kZO,l,...,N—l
S() = Aw, n=01,...,N—1 (5.10)
Pak (5.8) a (5.9) maji tvar:
N-1 2mwink
A, =At Y age= v , n=0,1,...,N—1, (5.11)
ki
N1 2mikn
ar =Av Y Aje v, k=0,1,...,N—1. (5.12)
n=0

Poznamka 5.1 Ve vztazich (5.11) a (5.12) nemaji nasobné faktory At resp. Av zadny
podstatny vyznam. Maji pouze vliv na volbu méritka pro kresleni spekter. Proto je budeme
v dalsim ze vztahu (5.11) a (5.12) vynechévat.

DFT pfifazuje vztahem (5.11) vektoru
a = (ap,a,...,ay_1) € RN

vektor

—

A= (Ag, Ay,..., Ay_) eV
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DFT je tedy zobrazeni z RN do C'V. Bude-li to vhodné budeme struc¢né psat

Ptipomenme, 7e soufadnice vektoru @ jsou hodnoty signalu s(¢) v bodech t;, £k = 0,1,...
.., (N — 1) a soutradnice vektoru A jsou hodnoty spektra S(v) v bodech v,,n = 0,1,...

.., N — 1. Tudiz souradnice vektoru A mohou byt komplexni.
Pak
A, = ReA, +ilmA,,
resp. .
Ap =| Ap | €,

pron=0,1,...,N — 1.
Analogicky jako v ptipadé spojité FT zavadime i v piipadé DFT
diskretni amplitudové spektrum A,:

Ay=(4 || AL |, ., | Ax—1 ] (5.13)
diskretni fazové spektrum Agp:
Ap = (Bg, ®y,..., By _); (5.14)
diskretni vykonové spektrum Ap:
Ap =14 1AL P, Aoy ). (5.15)

Pro kresleni diskretnich spekter se pouziva obvykly zpusob kresleni grafu posloupnosti.
V bodech v, =n.Av, n=0,1,..., N —1 na vodorovné frekvenc¢ni ose vynasime na svislou
osu prislusné hodnoty spekter. Kvalita takto ziskaného grafu, tj. spektra, zavisi na ”hustoté”
bodu v,, tj. na velikosti Av. Teoreticky je Av = % Jestlize by délka T signalu byla mala,
pak by jednotlivé body grafu byly daleko od sebe a po jejich spojeni iseckami bychom dostali
malo hladkou (neboli kostrbatou) kiivku. Jak tuto nesniz obejit, ukdzeme v paragrafu 5.3.

5.2 Aliasing v DFT

V tomto odstavci ukazeme, ze vlastnosti F'T popsané v paragrafu 4.13 kapitoly 4 ma i DFT.
Jedna se o vlastnosti popsané v poznamce 4.10.

Jestlize v (5.11) pfipustime, aby index n probihal vSechna celd ¢isla, (n = 0, £1,£2,...).
pak plati

Apan = Ay, (5.16)
nebof Nod Nod
— —2mi(N+n)k — 2min ;
Ay = Z age” N = Z ake’z v 2mik A,,
k=0 k=0
protoze e 2™ = 1. TudiZ posloupnost {A4,} >  je periodickd s periodou N. Srovnej s

poznamkou 4.10. Tento jev jsme v kapitole 4 nazvali ,aliasing” a vyskytuje se v popsané
formé i v DFT.
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5.3 Zero-filling

Jak jiz bylo feceno na konci paragrafu 5.1, kvalita spektra ziskaného DFT zavisi na velikosti
"vzorkovactho” intervalu Av = % Tudiz hustota bodu v, bude tim vétsi, ¢im delsi je signal
(interferogram). Abychom zmensili Ay musime zvétsit T. AvSak délka signalu je z technickych
duvodu omezena, proto pro zmenseni Av pouzivame jistého ”triku”, tzv. zero-filling, coz
Ize volné prelozit jako doplnéni nulami. Nyni popiseme tento trik.

Polozme
w=en . (5.17)

Pak
tj. w je N-t4 odmocnina z 1. Jak je zndmo, v oboru komplexnich c¢isel existuje pravée N
N-tych odmocnin z 1 a jsou to ¢isla tvaru

w", n=0,1,...,N—1, (5.18)

ktera lezi na jednotkové kruznici v komplexni roviné a argumenty sousednich N-tych odmoc-
nin se lisi o QW”, viz obr.5.1a, kde N =4 a obr.5.1b, kde N = 8.

1 1
g3
N
-1 1 -1 1
-1 -1
a) N =4 b) N =38
Obrazek 5.1: N-té odmocniny z 1
S pouzitim oznaceni (5.17) lze pfepsat vztah (5.11) takto:
N-1
A, =Y apw™. (5.19)
k=0
Definujme polynom
N-1
Px)=ay+ax+...+ay 2" "= Z apz”, (5.20)
k=0
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jehoz koeficienty jsou souradnice vektoru @, tj. hodnoty signalu v bodech k.At = t;, k =
0,1,...,N — 1. Pak z (5.19) a (5.20) plyne

A, = P(w"). (5.21)

Tudiz hodnoty spektra v bodech v, = nAv, n = 0,1,..., N — 1, jsou rovny funkénim
hodnotam polynomu P(z) v téch bodech jednotkové kruznice, které odpovidaji N-tym od-
mocninam z 1.

Nyni prodluzme délku signalu tak, ze k hodnotam ag, ay,...,ay_; pridame dalSich N
nulovych hodnot, tj. novy signal ma tvar

5:: (aﬂaala' . -aaN—bOaOa' . 70) € R2N7 (522)

tudiz délka signalu je 2T, Av = % a body v, jsou dvakrat "hustéji” rozlozeny na frekvencéni
ose.
Pro zpracovani signalu (5.22) musime polozit

—2mi

w=e?2N
tj. w je 2N-t4 odmocnina z 1. Plati
= w. (5.23)

w
Dale sestavime pifslugny polynom P(z) pro signal tvaru (5.22):

A

P)=ay+ax+...+ay 2" "+ 0™ +... + 022!

a zde je ten vtip celé metody!!! Polynom p(x) je roven polynomu P(x).
Tudiz hodnoty spektra pro signal doplnény nulami jsou dany vztahy:

A, = P(u™) = P(

S5
IS]
~—

(5.24)

a vzhledem k (5.23) dostavame

atd.

7 vyse uvedeného vidime, ze se hodnoty spektra signalu doplnéného N nulami pro sudé
n rovnaji hodnotam spektra puvodniho signalu. Pro licha n Ize nové hodnoty spektra cha-
pat jako hodnoty polynomialni interpolace provedené pomoci polynomu P(z) s puvodnimi
hodnotami.

Jest ziejmé, 7Ze je-li to pro kvalitu spektra nutné, muzeme misto N nul pridat 2N nul,
3N nul, ..., 8N nul, coz se v praxi déje.
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Kapitola 6

Infracderveny spektrometr

Jak jiz bylo uvedeno v tvodu, zafizeni, které pouzivame k ziskani infracerveného spektra
nazyvame infracerveny spektrometr. V chemické laboratoti se dnes setkdme nejcastéji se
dvéma typy infracervenych spektrometru:

1. disperznim spektrometrem,

2. spektrometrem s Fourierovou transformaci.

Obrazek 6.1: Zjednodusené optické schéma Michelsonova interferome-
tru. F'Z, PZ - rovinna zrcadla, B - déli¢c svazku, Z - zdroj, D - de-
tektor, [ - vzdalenost zrcadla od nulové polohy, x - opticky drahovy
rozdil

V disperznim spektrometru je jako disperzni prvek nejcastéji pouzita odrazna miizka
nebo hranol. Na disperznim prvku dochéazi k prostorové disperzi spektra. Zakladem spektro-
metru s Fourierovou transformaci je nej¢astéji Michelsontuv interferometr, ktery je piikladem
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nedisperzniho neboli multiplexniho zafizeni. Vysledkem méreni neni spektrum, ale interfero-
gram, coz je zavislost odezvy detektoru na case. Z interferogramu ziskame spektrum teprve
provedenim Fourierovy transformace. Z hlediska méteni se tudiz vlastné nejednéa o spektro-
metrii, ale interferometrii.

6.1 Spektrometr s Fourierovou transformaci

Srdcem vétsiny komerénich spektrometru s Fourierovou transformaci je skanujici Michel-
sonuv interferometr, ktery je v idealizované podobé znizornén na (obr.6.1)

Interferometr sestava ze dvou vzajemné kolmych rovinnych zrcadel (F'Z a PZ) a tzv.
délice svazku B (angl. beamsplitter), ktery svird s obéma zrcadly tihel 45°. Zatimco jedno
zrcadlo je fixovano, druhé se pohybuje konstantni rychlosti v, (cm/s). Svazek paprsku do-
pada na déli¢c podél optické osy kolmé k zrcadlu F'Z a na jeho polopropustné zrcadlové
vrstvé se déli na dvé rovnocenné ¢asti, které postupuji oddélené k obéma zrcadlum. Na
nich se odrazeji a na déli¢i svazku opét rekombinuji. Je-li vzdalenost mezi délicem svazku
a nepohyblivym zrcadlem stejna jako vzdalenost mezi délicem svazku a zrcadlem pohybli-
vym, tj. je-li opticky drahovy rozdil  mezi obéma rameny interferometru nulovy, dochazi
mezi obéma svazky paprsku ke konstruktivni interferenci, tj. svazek paprsku dopadajiciho
na detektor ma maximalni intenzitu. Ke konstruktivni interferenci dojde také tehdy, bude-li
drahovy rozdil celistvym nasobkem vlnové délky prochézejiciho zareni:

r=n, (6.1)
kde n = 0,41, 42, ...

Je-li opticky drahovy rozdil nenulovy, svazky paprski z obou ramen interferometru nejsou
ve fazi a interferuji destruktivné, coz vede k redukci intenzity, redukce bude maximalni pro
drahovy rozdil rovny poloviné vlnové délky nebo jejim celym lichym nasobkiim:

A
x:(n+1/2))\:(2n+1)§. (6.2)

Setkaji-li se dva svazky paprsku lisici se obecné o fazovy thel §, je vysledny elektricky
vektor R vektorovym sou¢tem jednotlivych slozek (obr. 6.2)

Plati tedy:
4]
R =2 cos (5) (6.3)

Tok zareni P spojeny s timto vyslednym vektorem, pozorovany na detektoru D, je imérny
¢tverci amplitudy jeho elektrického vektoru, tj.

)
P o 4cos? (5) x 1+ cos 0. (6.4)
Fazovy thel 0 lze pomoci optického drahového rozdilu z a vlnové délky A, resp. vinocétu v
(0dd.2.4) vyjadiit vztahem (viz déle pozndmka 6.3)

2
5= ”Tx = or i, (6.5)
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Obrazek 6.2: Vysledny elektricky vektor R pro dva stejné paprsky
s fazovym rozdilem ¢ (elektrické vektory jsou pro jednoduchost jed-
notkové)

a rovnici (6.4) zapsat
P o 14 cos2mvx. (6.6)

Ze vztahu (6.6) plyne, 7ze tok zafeni o vlnoc¢tu 7 opoustéjici interferometr je funkei op-
tického drahového rozdilu x mezi obéma rameny interferometru. Tuto skutec¢nost vyjadiime
zapisem P(t), a hovofime o toku zafeni v ¢asové oblasti na rozdil od symbolu P(7) pro
tok zareni pred interferometrem, tj. ve frekvencni oblasti. Jsou-li ¢as t a vzdalenost x veli-
¢iny primo umérné, patii do ¢asové oblasti také zavislost toku zareni na vzdalenosti, kterou
zapiseme P(x).

Poznamka 6.1 ke vztahu (6.3).
Neni obtizné odvodit obecny vztah pro skladani dvou vin elektromagnetického zafeni. Vyjde-
me-li ze zjednoduseného popisu vinové funkce ve tvaru

y = A, sin(kl — wt),

kde A,, je amplituda vlny, k& je 2m-nasobek vlno¢tu (k = 270 = 27 /); tato veli¢ina je
nékdy nazyvana fazova konstanta), | vzdalenost od zdroje a w tihlova rychlost, lze slozeni
(superpozici) dvou vln, vychézejicich ze stejného zdroje a liSicich se o fazovy thel ¢, totiz

y1 = Ay sin(kl — wt),

Yo = Ay sin(kl — wt + 0)

popsat vztahem
ys = y1 + Yo = Ay sin(kl — wt) + A, sin(kl — wt + 6).

Pouzijeme vzorec

sin v 4 sin 3 = 2sin (a;ﬁ) cos (a;ﬂ),
kde L5 5
Q
5 —kl—wt+§,
a—ﬂ__é
2 2



a protoze

4] 4]

cos(i) = COS(_E)’

pro vyslednou vlnu plati
4] 4]
ys = 24, COS(§) sin(kl — wt + 5)

Vysledna harmonicka vina ma stejnou frekvenci a vinovou délku a lisi se od obou puvodnich
vln ve fazi a v amplitudé, kterad je ddna sou¢inem 2A4,, cos(d/2). Jesté upozornéni. Nékdy je
vinova funkce zapsana jako funkce kosinova. To neni chyba, nebot sinova a kosinova funkce
se vlastné lisi jenom ve fazi, nebot sin @ = cos(aw — 7/2). Také je mozno piehodit kl a —wt,
nebot sin(wt — kl) = sin(kl — wt + 7). Konstantni fize se pro jednoduchost vynechava.

Poznamka 6.2 ke vztahu (6.4).

Zarivy tok P udava zafivou energii svazku (), ktera danou plochou projde za 1 s. Jinym bézné
pouzivanym pojmem je intenzita I, kterd vyjadiuje zafivou energii proslou jednotkovym
prostorovym tihlem. Obé veli¢iny jsou urcené ¢tvercem amplitudy viny elektromagnetického
zatfeni. I kdyz to neni zcela spravné, oba pojmy se pouzivaji jako synonyma.

Poznamka 6.3 ke vztahu (6.5).

Jestlize se zareni z jednoho zdroje dostane do urc¢itého mista po ruznych drahach [, [, pak
pro drdhovy rozdil rovny pravé jedné vinové délce dojde ke konstruktivni interferenci a bude
platit y; = yo a tedy také (viz poznamku 6.1)

(I{?ll — wt) = (le —wt + (5)
Odtud plyne
d=k(lh — 1) =2nvx=2mwx/\,

kde © = [; — Iy je drdhovy rozdil mezi obéma body.

Pro ideélni Michelsonuv interferometr lze zavislost toku monochromatického zafeni na
dréhovém rozdilu P(z), dopadajici na detektor, vyjad¥it vztahem:

P(z) = 2 R(%)T(7) Py(9) (1 + cos 27 i), (6.7)

kde Py(7) je tok zafeni o vlnoc¢tu 7 dopadajici na déli¢ svazku a R(2) a T'(7) jsou reflektance
a transmitance délice svazku pro vlnocet . Nedochézi-li na déli¢i svazku k absorpci, plati
vztah R(7)+T (v) = 1. Déli¢ svazku je oznacovan za 100% téinny, jestlize R(v) = T'(v) = 0,5
a plati tedy

P(z) =0,5Py(7) (1 + cos 27 vx) (6.8)

Je ziejmé, 7e tok zareni, dopadajici na detektor, je v interferometru vyuzitelny pouze
z 50%.
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Obrazek 6.3: Zjednodusené optické schéma pruchodu, resp. odrazu za-
feni na déli¢i svazku. Paprsky v opac¢nych smérech jsou pro nazornost
posunuty a nejsou uvazovany efekty na nosici reflexni vrstvy. Funkéni
zavislost veli¢in P, R,T" neni pro jednoduchost vyznacena

Poznamka 6.4 ke vztahu (6.7).
Reflektance R a transmitance 7' jsou definovany jako poméry

kde Pr a Pr jsou prostiedim délice svazku odrazené, resp. propusténé toky zatreni. Snadno
odvodime, ze tok zafeni , ktery dopada na detektor je roven 2R(7)T(#)Py(7), zatimco ke
zdroji se vraci [R*(0) + T*()] Po(7) (obr. 6.3).

Suma téchto dvou ¢asti je rovna toku zafeni, ktery na interferometr dopadé:

2R(0)T (9)]Po(9) + [R*(#) + T*(9)] Po (i) =

= [R*(D) + 2R(D)T(¥) + T?*(#)| Py(?) =
= [R() + T(0)Po(v) = Po().

V praxi déli¢ svazku nepracuje idedlné a toky zafeni v obou ramenech interferometru
nejsou ekvivalentni a také odezva detektoru a jeho zesilovac jsou frekvencné zavislé. Zarivy

tok je potom dan vztahem
P(z) = A(D)(1 + cos 27 vz), (6.9)
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kde A(7) je slozitou funkei vinoctu.

Ve skanujicim Michelsonové interferometru se opticky drahovy rozdil méni spojité tim,
ze zrcadlo PZ se pohybuje konstantni rychlosti v,,. Vysledkem je kosinova modulace vystu-
pujiciho toku zareni s frekvenci f, ktera zavisi na A\ a v vztahem

2v
f= T’" = 2,V (6.10)
Poznamka 6.5 ke vztahu (6.10)
Vztah mezi frekvenci (vinovou délkou, vlno¢tem) monochromatického zareni dopadajiciho
na interferometr a frekvenci f, kterou je modulovano zareni z interferometru vychazejici,
snadno odvodime z nasledujici ivahy: jeden cyklus signalu na detektoru dostaneme, kdyz
A

se zrcadlo posune o vzdalenost odpovidajici § (drahovy rozdil z je potom A). Na to, aby

zrcadlo urazilo pii konstantni rychlosti pohybu zrcadla v,, tuto drahu, je potiebny cas 7

A
U T = —

2

Frekvence f je pfevracenou hodnotou 7 (viz 0dd.2.3), tedy

1 2 2
f:—:ﬂ:%mz?:ﬂy
T A c

f = konst.v

Je-li zdroj polychromaticky, je zareni ruznych vlnovych délek modulovano riuzné a ne-
zavisle na vSech ostatnich kosinovych funkcich. Diky této nezavislosti muze byt vystupujici
svazek zareni fokusovan piimo na detektor bez potifeby oddélovat zareni jednotlivych vl-
novych délek. Vlastni ,roztiidéni“ zareni jednotlivych vinovych délek je provedeno teprve
Fourierovou transformaci.

Priklad 6.1 Rychlost zrcadla je obvykle v mezich 0,1 az 50 cm/s. Pfi rychlosti 0,4 cm/s je
frekvence modulovaného zareni podle vinové délky, resp. frekvence

A, pm v, Hz f, Hz
0,6329 4,74.10M 12 638,4
1,0000 3.10M 8 000,0
2,0000 1,5.10™ 4 000,0
4,0000 7,5.101 2 000,0
10,0000 3.1013 800,0
100,0000 3.1012 80,0

Z hodnot frekvenci uvedenych v prikladu jasné vidime, ze Michelsonuv interferometr jed-
nozna¢né prevadi (kéduje) kazdy opticky signal o velmi vysoké frekvenci na nizkofrekvenéni
oscilace, pri¢emz snizeni ¢ini vice nez 10 fadu. Pro stfedni infracervenou oblast jsou tyto
oscilace v oblasti zvukovych frekvenci spektra, tedy v oblastech, které dovedeme detegovat,
resp. zesilovat. V daleké infracervené oblasti je modulac¢ni frekvence natolik nizké, ze naopak
pro ucely zpracovani signalu se tato frekvence zvysuje zafazenim mechanického pierusovace.
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Poznamka 6.6 ke vztahu frekvence modulace a frekvence (vino¢tu) zafeni.
Kosinovou vlnu, tj. proménny ¢len v rovnici (6.9) 1ze zapsat také vztahem

P(t) = A(D) cos 27 f t,

kde t je cas. Tento vztah nam popisuje casovou zavislost signalu detektoru na frekvenci
modulace zafeni v interferometru. Po substituci ze vztahu (6.10) dostaneme

P(t) = A(D) cos 2w 2v,0t
Rychlost zrcadla muzeme vyjadiit pomoci drahového rozdilu

Po dosazeni do vyse uvedeného vztahu dostaneme rovnici

P(z) = A(D) cos 2n vz,

kterd vyjadiuje zavislost velikosti signdlu interferogramu na optickém drahovém rozdilu a na
vlnoc¢tu vstupniho optického signalu. Pripomenme, Ze frekvence a vlinocet zafeni jsou velic¢iny
piimo tmérné (2.4).

Zatim se vSechny uvahy tykaly monochromatického zareni. Pro polychromatické zareni
je nutno vztah (6.9) nahradit vztahem

P(z) = 7A(17) (1 + cos 2 7z) di (6.11)

Funkci P(z) lze rozlozit na slozku P(00), kterd je na x nezavisla, a na oscilujici slozku
F(z), kterd muze nabyvat kladnych i zapornych hodnot, a rovnici (6.11) zapsat:

P(z) = P(o0) + F(x), (6.12)
kde .
P(o0) = /A(ﬁ) di (6.13)

F(z) = 7OA(17) cos 27 vx dv (6.14)

V bodé nulového drahového rozdilu v obou ramenech je interferogram symetricky kolem

x = 0 s hlavnim centralnim pikem praveé pro tuto hodnotu, pii které konstruktivné interferuji
vSechny vinové délky (tzv. pozice bilého svétla):

P(0) =2 P(0),

(6.15)
kde oo reprezentuje x podstatné vétsi nez kterdkoliv vinova délka (plati, ze hodnota cos 2rvx

je v pruméru nulovd). Tuto pozici ozna¢ujeme jako bod nulového drahového rozdilu (angl.
zero path difference, zkr. ZPD).
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Obrazek 6.4: Srovnani interferogramu a optickych spekter (vlevo) a
korespondujicich interferogramu . A) jedna monochromaticka linie;
B) dvé monochromatické linie; C) Linie s Lorentzovskym tvarem; D)
Sirokopasmové spektrum polychromatického zdroje - a. jednostranny
interferogram, b. oboustranny interferogram.

Zavislost intenzity zareni na optickém drahovém rozdilu nazyvame interferogram. Interfe-
rogram je predstavovan sumou kosinovych funkci vSech vinovych délek, které interferometrem
prosly. Prubéh interferogrami pro nékteré piiklady je uveden na obr. 6.4. Interferogram neni
sniman vzdy symetricky vicéi ZPD, tj. ne vzdy je méfen jako oboustranny interferogram
(angl. double-sided). Casto je zaznamendna kompletné pouze jedna strana od ZPD a pouze
nékolik desitek experimentalnich boda na strané opa¢né (duvodem je tispora ¢asu i paméti
pocitace). Takovému interferogramu fikdme jednostranny interferogram.
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6.2 Instrumentace

Zjednodusené optické schéma komerc¢niho FTIR spektrometru je uvedeno na obr. 6.5 a v dal-
sim textu budou podrobnéji probrany jeho jednotlivé ¢asti.

Obrazek 6.5: A) Optické usporadani spektrometru s Fourierovou trans-
formaci. Z - zdroj zareni, K - kolimacni zrcadlo, A - apertura, F'Z -
pevné zrcadlo, PZ - pohyblivé zrcadlo, B - déli¢ svazku, D - detek-
tor, L - laser, BL - déli¢ svazku pro laser, PV - poloha vzorku. B)
Déli¢ svazku, S - substrat, K - kompenzator, M - reflexni material, V'
-vzduchova mezera

6.2.1 Zdroj zareni

Zdrojem zafeni ve stfedni infracervené oblasti je odporovy drat (napf. nikl-chromovy), na-
vinuty na keramické tycince, nebo globar, tyc¢inka z karbidu kfemiku, které jsou zahrivany
pruchodem elektrického proudu na teplotu nad 1000°C.

V oblasti vinovych délek vétsich nez 100 um se pouziva vysokotlakd rtutova vybojka
(ultrafialové a viditelné zareni je nutno odfiltrovat vhodnymi filtry, napt. uhlikem impregno-
vanym polyethylenem), v blizké infracervené oblasti wolframova zarovka. Ptiblizné spektralni
oblasti zdroju zareni jsou uvedeny na obr. 6.6.

Dulezitou soucasti zdroje je zobrazovaci optika, jejimz tkolem je ze zafeni vysilaného
zdrojem vytvorit svazek rovnobéznych paprski. Realny zdroj neni bodovy, ale zaujima urcity
prostorovy thel. V takovém pripadé neni kolimator schopen vytvorit svazek rovnobéznych
paprsku, nebot paprsky Sikmé vuci optické ose budou absolvovat drahovy rozdil podstatné
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Obrazek 6.6: Priblizné spektralni oblasti zdroju zatfeni. W - wolfra-
mova zarovka, NiC'r - nikl-chromovy drat, Hg - rtutova vybojka

vétsi, nez paprsky v ose. Dusledkem je ztrata rozliSeni Ar, které na prostorovém uhlu 2 a
vlnoc¢tu v zavisi podle vztahu:
l/maXQ

2T

A=

(6.16)

Obrazek 6.7: Schématické znazornéni divergujicich paprsku prochéze-
jicich Michelsonovym interferometrem. F'Z, PZ - zrcadla, B - déli¢
svazku, C' - centralni paprsek, E - extrémni paprsek, [ draha posunu
zrcadla

Poznamka 6.7 ke vztahu 6.16.
Centralni a extrémni paprsek, ktery svird s optickou osou thel «, jsou znazornény na obr.
6.7. Mezi obéma paprsky vznika opticka drahova diference

L2
— 21 _2l:21(1—cosa):21251n%,
cos « cos « oS «v

takze lze ukazat, ze pro malé a plati

2
u :2la— =1la?,
2
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nebot

. a o«
sin — = —.
2 2
, ; (1.2 . - ‘i X 1 vs v
Extrémni paprsek bude s centrdlnim mimo fazi ,poprvé” pro u = § = 5> a v tomto pifpadé

také zmizi interferencéni obraz na detektoru. Protoze rozliSeni 7 bude ddno maximalnim
drdhovym rozdilem dosazitelnym na interferometru (viz odd. 4.10)

Av = (20)7!

a drahova diference musi byt splnéna pro maximalni vinocet, ktery chceme mérit, v ax

2
2 o 1

l = =
“max = 9 (AD)  20mar

1
AVAE
Omax = | =
Vmax

a maximalni tolerovatelny prostorovy thel (ve steradidnech):

Av

l/max

Odtud

Qma,x = 2T Qimax = 27T

Protoze velikost zdroje je fixni, je pro zvétseni rozliSeni nezbytné zmensit prostorovy thel
zafazenim vhodné clony, apertury, ktera je umisténa do ohniska zrcadla umisténého pred
kolimator. Apertura je nékdy v anglosaské literature oznacovana jako Jacquinotova clona
(angl. Jacquinot stop, viz obr. 6.5).

6.2.2 Déli¢ svazku paprski

Obrazek 6.8: Ptiblizné spektralni oblasti déli¢u svazku. Solid Substrate
je oznaceni vyrobku firmy Nicolet Instruments

Déli¢ svazku paprsku musi mit vysokou propustnost i reflektanci, a tuto funkci plni tenké
filmy materidlu s vysokym indexem lomu: ve stfedni oblasti germanium (n ~ 4.0) nebo kie-
mik (n ~ 3,5), v blizké infracervené oblasti oxid zelezity. Tento tenky film musi byt nanesen
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na vhodném nosici, kterym je presné zbrousené okénko nejcastéji KBr pro oblast MIR, CaFs
nebo kiemen pro oblast NIR. Pro oblast FIR jsou pouzivany nejc¢astéji samonosné filmy z po-
lyethylentereftaldtu o tloustce obvykle mezi 50 a 5 pm (komeréni oznaceni Mylar). Ptiblizné
spektralni oblasti nékterych déli¢u svazku jsou uvedeny na obr. 6.8. Protoze reflexni material
je jen na jedné strané substratu a tedy i ramene interferometru, je z duvodu zmenseni fazové
chyby do druhého ramene umisténa kompenzac¢ni desticka z tého7z materidlu (viz obr. 6.5).

6.2.3 Pohyblivé zrcadlo

Spravna funkce interferometru je kriticky zavisla na velmi piesné tizeném pohybu zrcadla
a to pri rychlostech od nékolika mm do desitek cm/s. Jiz nepatrny vykyv zrcadla zpusobi,
ze svazky paprsku odrazené od obou zrcadel nebudou moci vzajemné interferovat. Proto je
zrcadlo ve Spickovych pfistrojich umisténo na vzduchovém lozi (obr. 6.9A) a jeho pohyb je
zajistovan solenoidem. V pristrojich pro rutinni ucely je pouzivano jednodussich zatizeni,
jakym je napt. zavéSeni zrcadla na kyvném zafizeni. (obr. 6.9B).

A

Obrazek 6.9: Znazornéni vzduchového loze (A) a zavésného ulozeni
(B) pohyblivého zrcadla. M - permanentni magnet, C' - civka, VL -
vzduchové loze, PZ - pohyblivé zrcadlo, in - vstup stlaceného vzduchu,
out - vystup stlaceného vzduchu, W - protizavazi
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Poznamka 6.8 Je logické, 7ze rozliseni bude degradovano, jestlize draha, kterou urazi pa-
prsky zatfeni budou ruzné v ruznych mistech svazku. Jestlize tato drahova diference dosdhne
hodnoty poloviny vinové délky, interferometr nebude pro danou vinovou délku schopen po-
skytnout pouzitelny interferogram. Toto kriterium plati nejen pro rovinnost vsech optickych
komponent interferometru, ale urcuje také naroky na vlastnosti skanujiciho systému, tj. pii-
pustny vykyv zrcadla. O co jde je patrné z obr. 6.10, detailni odvozeni v8ak ponechavame
na ¢tenari.

Obrazek 6.10: Schématické znazornéni efektu vychyleni roviny pohyb-
livého zrcadla. F'Z, PZ - zrcadla, B - déli¢ svazku

6.2.4 Detektor zareni

Obrazek 6.11: Zavislost hodnoty D* na frekvenci.

Nejbéznéji pouzivany detektor zareni je oznacovan zkratkou DTGS. Jednd se o pyro-
elektricky detektor na bazi deuterovaného triglycinsulfatu, ktery poskytuje dobrou odezvu
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v rozsahu 7500 az 200 cm~' . Jeho odezva vSak vykazuje frekvencni zavislost a pro vysoké
frekvence modulace zafeni, tj. vysoké rychlosti pohybu zrcadla, je detektor nevhodny: mezi
0 a 1 kHz klesd hodnota D* téméf o dva fady (obr. 6.11 ).

D* charakterizuje citlivost detektoru, tj. zménu jeho odezvy odpovidajici jednotkovému
prirustku vstupniho signalu. Jde o prevracenou hodnotu nejmensiho stanovitelného signalu
(prahové odezvy, té7Z NEP noise-equivalent power) detektoru, tj. signdlu, ktery vyvold vy-
stupni signal, rovnajici se stfedni hodnoté Sumu detektoru zvétsené o konvencni nasobek
(dvoj- nebo trojnasobek) standardni odchylky Sumu. Je obvyklé hodnotu NEP specifikovat
pro plochu 1em? a §itku elektrického filtru sumu 1 Hz, frekvenci modulace, teplotu detektoru,
vlnovou délku, atd. Spektralni oblasti pouzitelnosti nékterych detektoru jsou znazornény na
obr. 6.12.

Obrazek 6.12: Priblizné oblasti pouzitelnosti detektoru zareni. Pod
lomitkem je uveden material pouzity jako nosic

6.2.5 Umisténi vzorku

Vzorek je ve spektrometru umistén mezi interferometr a detektor zatreni. V této poloze je ves-
keré zareni dopadajici na vzorek modulovano (tj. transformovano na kosinové viny), zatimco

vvvvv

bude jeho teplota), modulovano neni a nepfispéje tudiz k modulované sloZce interferogramu.

6.2.6 Meéreni optického drahového rozdilu, digitalizace interfe- ro-
gramu

7 diskuse v odst. 4.13 vyplyva, ze kosinové funkce, které tvori interferogram, mohou byt
jednoznacné charakterizovany ekvidistantné rozlozenymi vzorkovacimi body pouze tenkrat,
pripadaji-li na vzdalenost jedné vinové délky miniméalné dva body, pro které je odectena
hodnota intenzity. Ma-li tedy pristroj mérit zareni vlnové délky 1lum, je tieba s velkou
presnosti sledovat zmény polohy pohyblivého zrcadla mensi nez 0,5 ym. Pro tyto ucely se
vyuziva méfeni interference zafeni helium-neonového laseru na stejném nebo pomocném
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interferometru. Elektricky signal ze samostatného detektoru tohoto zareni ma v zavislosti na
optickém drahovém rozdilu kosinovy prubéh (viz obr. 6.13) a je po zesileni nastaven tak, ze
napéti je nulové vzdy, kdyz drahovy rozdil odpovida poloviné vinové délky.

=

Obrazek 6.13: Vzorkovani interferogramu pomoci He-Ne laseru. A)
Analogovy signal; B) Interferogram He-Ne laseru s body nulového na-
péti; C) Digitalni forma zaznamenaného signdlu

Pro tuto nulovou hodnotu je digitalizovan vystup z detektoru infracerveného zateni. VI-
nové délka zareni He-Ne laseru emitovaného ve vakuu je 0,6329914 pm (ve vzduchu 0,6328165
pm), tzn. ze digitalizovany signal méni svoji hodnotu vzdy po zméné optického dréhového
rozdilu o Ax = 0,3164082 um.

Poznamka 6.9 Zaieni emitované He-Ne laserem je ve skute¢nosti dubletem, jehoz linie
jsou separovany o 0,02 cm~!. Interferogram tohoto zdroje je tedy soucinem kosinové funkce
odpovidajici vinové délce ca 0,63 pum a kosinové funkce odpovidajici 100 pm. Amplituda
interferogramu bude proto klesat od maxima pro nulovy drahovy rozdil k nule pro drahovy
rozdil 25 cm. Pro sledovani drdhového rozdilu vétsiho nez 25 cm u pfistroju s vysokym
rozliSenim je nezbytné izolovat pouze jedinou laserovou linii. Pro velkou vino¢tovou presnost
je navic nezbytné termostatovani laseru.

Pro dany vzorkovaci interval Az je nejvyssi vlnocet signalu, ktery muzeme ze spektra

79



spolehlivé ur¢it, tzv. Nyquistuv vlnocet, dan vztahem (4.13), tj. Uy = Umax = 1/(2Ax). Pro
interval digitalizace 0,3164957n ym je tedy Dmax = 15798,002/n, kde n je pouzity nésobek
minimalniho vzorkovaciho kroku, Az = n.0, 3164082 pm.

Jestlize tedy mérené zareni obsahuje vinoc¢ty nad hodnotu 7.y, jsou pri digitalizaci cha-
rakterizovany stejné jako vinocty z rozsahu 0 az 7... Dojde tedy k jevu, ktery oznacujeme
jako aliasing (viz odd. 4.13). Nevyhodou tohoto jevu je, Ze spektrum v pozadovaném in-
tervalu 0 az Uma muze byt zkresleno piritomnosti zafeni nad .y , coz je efekt analogicky
rozptylenému zateni u disperznich pristroju. Vyhodou je moznost ziskat spektrum v rozsahu
Upin dO Dpax z interferogramu, ktery byl digitalizovan v podstatné vétsim vzorkovacim in-
tervalu, nez pro rozsah 0 az Uy, pripousti Nyquistuv vinocet. Interferogram tudiz obsahuje
podstatné méné dat, coz je vyhodné pro ukladani do paméti a spotiebu vypocetniho c¢asu.

Poznamka 6.10 Jestlize spektrum obsahuje napiiklad kromé korektné vzorkovaného roz-
sahu vino¢tu 0 az 7899 cm~' také vinocty do hodnoty 15798 cm™' (20,.), muZeme na
vypoctené spektrum pohlizet jako na ,slozené” (angl. folded) na délku Dy, (predstava skla-
daciho metru je ta prava!). Skala od 0 do 7899 cm™! je pak piekryta $kalou od 15798 do
7899 cm !, VInocet 7 = 0 cm ! tedy odpovida 0 a 15798 cm ! soucasné, stejné jako napi.
1974,75 ecm™! (Dax/4) odpovidd 13823,25 cm™ (7., /4), atp.

nl) ﬁkorektl); Cm_l ﬂaliasl); Cm_l

1 0 — 15798 1) 31596 — 15798
2) 31596 — 47394
3) 63192 — 47394
4) 63192 — 78990

2 0 — 7899 1) 15798 — 7899
2) 15798 — 23697
3) 31596 — 23697
4) 31596 — 39495

4 0 — 39495 1) 7899 — 3949,5
2) 7899 — 118485
3) 15798 —  11848,5

8 0 — 1974,75 1) 39495 — 197475
2) 39495 —  5924,25
3) 7899 —  5924,25

16 0 — 987,375 1) 197475 — 987,375
2) 197475 —  2962,125
3) 39495 — 2962,125

) Interval digitalizace je 0.3164957.n, index korekt znac¢i korektné
reprezentovany rozsah vlnoc¢tu, index alias znac¢i aliasing.

Tabulka 6.1: Rozsah vInocti, interval digitalizace a aliasing

Jestlize je tedy zkoumané spektrum omezeno jen na urcity rozsah vlnoctu, lze ,aliasing®
vyuzit k redukci poctu dat, aniz by doslo k nezadoucimu prekryti s jinym rozsahem. Tak
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napi., neni-li ve spektru zafeni o vlno¢tu nad 3900 nebo pod 3000 cm™*, plyne z tabulky 6.1,
ze digitalizaci lze provést vzorkovacim intervalem 0,3164957/16 misto 0,3164957/4, ktery
plyne ze vztahu (4.13). Pocet uloZenych dat se snizi ¢tyfikrat. Spektrum je zdanlivé méfeno
v rozsahu 0 az 987,375 cm™!, fakticky méfen vSak bude rozsah 3949,5 az 2962,125 cm™".
Digitalizace elektrického signalu se provadi analogové-digitalnim prevodnikem, ktery je spi-
nan zménou napeéti generovanou laserovym interferometrem. Rozliseni analogové-digitalniho
prevodniku musi byt nejméné 16 bitu, frekvence digitalizace miniméalné 50 az 90 kHz. V sou-
casné dobé jsou pouzivany az 18 bitové prevodniky, které pracujici s frekvenci 100, nyni
bézné s 200 kHz.

Poznamka 6.11 Pomér signdlu a Sumu lze zvétsit zvySenim zisku (gainu). To je opacna
zkuSenost nez u analogovych pristroju.

6.3 Zpracovani interferogramu

Vlastni méfeni na Michelsonové spektrometru predstavuje sbér digitalizovanych dat inter-
ferogramu s(ty), ktery musi byt na spektrum S(7) konvertovan Fourierovou transformaci,
presnéji feceno diskrétni Fourierovou transformaci (DFT, kapitola 5). Je tfeba zduraznit, ze
DFT pouze aproximuje spojitou FT. Tato aproximace je vétSinou dobra, i kdyz jiz vime,
ze kvalita spektra bude zaviset na velikosti vzorkovaciho intervalu, nebo v terminech spek-
troskopickych, na pouzitém spektralnim rozliseni. V ¢asti 5.3 bylo ukazano, jak lze vyuzit
doplnéni interferogramu nulami, abychom ziskali interpolované hodnoty spektra. Dopl-
novani nulami patii k béznym technickym postupum, pouzivanym pri zpracovani interfero-
gramu.

Poznamka 6.12 Plati pravidlo, Ze velikost puvodniho interferogramu je tfeba nejméné
zdvojnésobit doplnénim nulami, tzv. zero-filling factor (ZFF) se voli 2. V pfipadech, kde
ocekavana sitka spektralni linie je podobna vzorkovacimu intervalu, se ZFF voli az 8.

S diskretizovanou formou spektra je déale spojen efekt, ktery byl nazvan aliasing. Ten
byl podrobné popsan v oddile 4.13 a déale v c¢asti ,Méreni optického drahového rozdilu,
digitalizace interferogramu®. Zasadni matematickd operace, kterou musime pri zpracovani
interferogramu provést, je tzv. apodizace (viz ¢ast 4.11). Z pfedchazejiciho textu vime (viz
odd. 4.10), 7e 7 praktickych diuvodu nelze interferogram zméfit v celém intervalu (—oo, +00),
a jeho omezeni na konec¢nou drahu vede k rozsiteni teoreticky ostré spektralni ¢ary na pik
rozsifeny s malymi postrannimi piky. Tento efekt je také oznacovan v anglické literature jako
yleakage“, tzn. netésnost, prosakovani.

Matematicky je tento efekt popsan jako konvoluce interferogramu a Fourierovym obrazem
kosinové funkce neni monochromaticka linie (tedy nekoneéné zka), ale slozita funkce sinct
(viz oddily 4.6 a 4.10) , pro kterou jsou charakteristické postranni piky, které dosahuji 22%
vysky hlavniho piku. Jeji sitka v poloviné vysky je zavisla na drahové diferenci L a ¢ini 0,61 L.
Postranni piky neodpovidaji skutecnosti a je tedy zadouci jejich velikost minimalizovat.
Postup, kterym se toho dosahuje, je nazyvan apodizace a spociva v tom, zZe interferogram je
,orezavan“ méné nahle nez je tomu v pripadé obdélnikové apodizacni funkce. VIiv ruznych
apodizac¢nich funkci na tvar pristrojové funkce je podrobné popsan v oddile 4.11.
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Vsechny bézné apodizac¢ni funkce vice ¢i méné potlacuji postranni piky pristrojové krivky,
na druhou stranu lze vSak ukazat, ze Sitka pristrojové kiivky v poloviné vysky je nejmensi
v pripadé obdélnikové apodizacni funkce (0,61/L), ve vSech ostatnich pFipadech je tato Sifka
vétsi (pro trojihelnikovou, Happ-Genzelovu i Blackman-Harrisovu funkci je to ca 0,9/L).

Volba urc¢ité apodiza¢ni funkce je tedy zavisla na tom, co je cilem méieni. Je-li potiebné
dosdhnou maximalniho rozliseni dvou piku, je vyhodna volba obdélnikové apodizacni funkce.
Lze-li naproti tomu tolerovat az 50% ztratu rozliSeni vzhledem k této obdélnikové funkei,
je vhodné pouzit apodizac¢ni funkce Happ-Genzelovy a nebo jesté 1épe funkce Blackmann-
Harrisovy.

Poznamka 6.13 Pristrojova funkce zpusobena Stérbinou miizkového spektrometru kore-
sponduje pristrojové funkci, kterou reprezentuje trojihelnikova apodizac¢ni funkce. Diference
mezi FT a disperznimi spektrometry pokud jde o apodiza¢ni funkci je v tom, ze zatimco
v FT spektrometrii lze apodiza¢ni funkei volit s ohledem na konkrétni aplikaci, v disperzni
spektrometrii takovou moznost nemame.

6.3.1 Fazova korekce

Posledni matematicka operace, kterou je nezbytné béhem konverze interferogramu na spek-
trum realizovat, je fazova korekce. Tato fazova korekce je nutna vzhledem k tomu, ze FT
méfeného interferogramu poskytuje obecné nikoliv redlnou, ale komplexni funkei S(7), které
lze zapsat jako sumu (viz odd. 4.8)

S(r) = ReS(v) +ilmS(v) (6.17)
kde Re a Im znadi redlnou a imaginarni ¢ast spektra, nebo jako soucin
S(v) = A(p)e[i®(v)] (6.18)

ve kterém A(70) reprezentuje j,amplitudové” spektrum a ® () vinoctové zavislou ,fazi“. Cilem
tzv. fazové korekce je ziskani amplitudového spektra A(7) z komplexniho vystupu FT. To
lze ucinit ze vztahu

A@) = IS =[S(»).5(@))
— [Re2S(#) + Im2S(7)]} (6.19)
nebo
A(P) = Re[S(7)e(—i (7)) (6.20)
a fazi ®(7) lze vypocitat ze vztahu
o(7) = arctan[ 222 )] (6.21)

ReS(7)

Duvodem pro vznik komplexniho spektra je fakt, Ze interferogram, ktery je podroben FT,
neni symetricky kolem bodu z = 0. Asymetrie zptusobuji tii zdroje:

1. zadny ze vzorkovacich bodu nekoinciduje presné s vlastni polohou nulové drahové di-
ference;
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2. mérfen je obvykle pouze jednostranny interferogram, tj. v plném rozsahu je métrena
jen jedna strana interferogramu, druhou stanu tvoii jen nékolik stovek bodu (vychylka
zrcadla, potfebna k dosazeni pozadovaného rozliseni, se uskutecnuje pouze na jednu
stranu od ZPD, zatimco na druhou stranu je vychylka minimalni, néco kolem 0,5 mm);

3. 7vnitini” asymetrii interferogramu mohou zptusobovat vinoc¢tové zavisla fazova zpoz-
déni bud na optice, na zesilovaci ¢i elektronickych filtrech. Z toho, co bylo Feceno
o porzici bilého svétla, resp. nulové drahové diferenci (ZPD) vyplyva, 7ze poloha ma-
xima v interferogramu koinciduje s ZPD. Ve skutecnosti tomu tak neni, protoze index
lomu déli¢e svazku paprsku neni pro vSechny vlnové délky shodny. Problém je tedy
v tom znat ZPD pro kazdou méfenou vinovou délku.

Asymetrie interferometru vede k tomu, Ze vztah (6.14) musime nahradit vztahem
F(z) = / A(9) cos|2r o(a + ®())] o (6.22)
0

a po upravé dostaneme

F(z) = [[A(P) cos 21 7 ®(). cos 27 var—
0 (6.23)
— A(p) sin 27 v ®(v). sin 27 vx] dv
Ozna¢me -
o) = / F(z) cos 2 'z do (6.24)
a o0
S() = / F(z) sin 27 7'z de (6.25)

C(7') je tzv. kosinova Fourierova transformace a S(7') je sinova Fourierova transformace
funkce F'(z) a z definice F-transformace plyne:

FF(x)] = C(¥) —iS(7").

Dale se da dokazat, ze

F[F(x)] = A(?") cos 2m V' ®(P') +1A(D) sin 27 /' P (D), (6.26)
takze
C(0') = A(V') cos 2 V' ®(D') (6.27)
S = —A(@') sin 21 ' ®(7). (6.28)
Pro uré¢ity vinocet 7’ je tudiZ pomér sinové a kosinové Fourierovy transformace roven
S ~!
CEZ,)) = — tan[27 7B()], (6.29)
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ze kterého lze vypocitat ®(7/).
Fazové korigované spektrum A(7') lze potom vypocitat z kosinové transformace

C (V)

AP = W (6.30)
nebo ze sinové transformace s
A = sin 27 D) (6.31)
nebo, jak je nejobvyklejsi z obou transformaci
A" =C (V') cos 2r /' ®(V') + S(¥') sin 27 /D (') (6.32)
Jinou moznosti je jesté vyuziti vztahu
A(P) = [C*(7) + S2(P)]? (6.33)

Rovnice pro (6.30,6.31,6.32) a (6.33) pro vypocet A(7') jsou ekvivalentni jen tehdy,
jestlize pracujeme s daty, kterd neobsahuji Sum. V redlnych spektrech je ale Sum vzdy ptito-
men a pak prispévky k Sumu, vypoctené ze vztahu (6.33) jsou vzdy pozitivni, na rozdil od
znaménkové spravnych hodnot amplitud Sumu, vypoétenych z rovnic (6.30,6.31,6.32).

Pro vypocet fazové korekce se vyuziva kratkych souboru dat, které jsou k dispozici i
u jednostranného interferogramu po obou stranach kolem ZPD. Na zakladé téchto dat je po
apodizaci (vSechny shora uvedené vztahy se tykaly idedlniho interferometru s nekoneénym
optickym drahovym rozdilem, pro realny interferometr musime provést vynasobeni apodi-
za¢ni funkei), doplnéni nulami a FT ziskdno fazové spektrum s nizkym rozliSenim (obr. 6.14).
Protoze faze se v zavislosti na vlno¢tu méni jen malo (az na oblast, kde dochazi ke zméné
déli¢e svazku nebo u hrany filtru), je takové malo rozlisené fazové spektrum zcela vyhovujici
a fazové uhly pro vSechny pozadované vinocty se ziskaji interpolaci.

Vypoctené malo rozlisené fazové spektrum lze pii vypoctu spektra z jednostranného
interferogramu pouzit dvéma zpusoby.

Prvni zpusob, tzv. multiplikativni metoda (Mertzova), je v podstaté popsdna rov-
nicemi (6.27) az (6.32) az na jeden dulezity rozdil: integracni meze nejsou v redlném méteni
od minus do plus nekonecna, ale pouze od —X; do X5. V principu by bylo mozno integraci
provadét od 0 do X5 po vynasobeni apodizacni funkci a doplnéni nulami, ale v praxi neni
mozno s integraci zacit presné pro nulovy drahovy rozdil. Zopakujme, ze duvodem je skutec-
nost, ze presné v nule nebudeme mit jednak experimentalni bod a dale pozice nulové drahové
diference se bude pro ruzné vinoc¢ty lisit. Aby se tato obtiz obesla, obecny postup je takovy,
ze se jednostranny interferogram nasobi funkci, jejiz priubéh je znazornén na obr. 6.15.

Jednd se o funkci, kterd vznikne vynasobenim symetrické trojihelnikové apodizacni
funkce od — X7 do X, rampovou funkci, narustajici od —X; do +X;. Takto ziskana funkce je
pak pouzita v piislusnych vztazich a vysledné transformace jsou potom uzity v rovnici (6.32

spolu s fazovymi thly, které byly vypocteny z ,kratkého“ oboustranného interferogramu

Druhy zpusob, konvoluéni metoda (Formanova, Steeleova, Vanasseova).
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Obrazek 6.14: Vypocet fazové korekce. A) Kompletni jednostranny in-
terferogram. B) Kratky oboustranny interferogram pouzity k vypoctu
fazového spektra. C) Kratky oboustranny interferogram je apodizo-
van, doplnén nulami a podroben FT. D) Fazové spektrum je vypocteno
z komplexniho vystupu FT pomoci vztahu (5.21) pro plné rozligeni

Rovnici (6.32 muzeme v komplexni podobé zapsat takto
A = Re[M (P )e(=2miv/®(")], (6.34)

kde M(#)=C(@)—iS()ai=—1.

Konvolu¢ni teorém riké, ze Fourierova transformace souc¢inu dvou funkci je rovna konvo-
luci Fourierovych transformaci téchto funkei (viz odd. 2.9). Fourierovou transformaci M (7') je
pozorovany interferogram. Vysledkem konvoluce tohoto pozorovaného interferogramu s Fou-
rierovou transformaci komplexni exponencidlni fazové funkce je potom Fourierova transfor-
mace fazové korigovaného spektra A(7), tudiz symetricky interferogram.

Cely postup je provadén tak, ze malo rozlisend fazova funkce je podrobena Fourierové
transformaci s apodizaci. Poté je provedena konvoluce této funkce s puvodnim jednostrannym
interferogramem. Jestlize vysledny interferogram neni symetricky, je konvoluce opakovana
s Fourierovou transformaci fazové funkce. Je-li interferogram symetricky, je vypoctena jeho
kosinova Fourierova transformace s apodizaci, aby se ziskalo fazové korigované spektrum.
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Obrazek 6.15: A) Symetrickd trojihelnikova apodizacéni funkce; B)
Leva rampova funkce; C) Produkt symetrické trojihelnikové apodi-
zacni funkce a levé rampové funkce

Pouzita je rampova funkce, aby se prekonala obvykla absence experimentalniho bodu presné
v bodé nulové optické drahové diference.

Konvolu¢ni metoda se zda ve srovnani s multiplikativni metodou méné nachylna k chy-
bam, pochéazejicim z asymetrie interferogramu, zpusobené zménou ZPD s vlnoc¢tem. Je vSak
tak rozsitena. Z toho, co bylo rec¢eno, je ziejmé, Ze ziskani spektra latky v transmitanc¢ni
nebo absorbancni skale je velmi komplikovany proces, ktery sestava napt. z téchto kroku
(obr. 6.16):

1. vypocet jednopaprskového spektra I, z interferogramu méfeného bez vzorku (tzv. back-
ground, pozadi):

(a) vypocet fazového spektra,
(b) apodizace,
)
)

(c

(d) fazova korekce;

Rychla Fourierova transformace (FFT),

2. vypocet jednopaprskového spektra Iy z interferogramu se vzorkem:

(a) vypocet fazového spektra,

(b) apodizace,

(c) Rychla Fourierovat transformace (FFT),
)

(d) fazova korekce;
3. vypocet transmitance T = (I;/1,) pro kazdy vinocet;

4. vypocet absorbance A = —logT pro kazdy vlnocet.
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Obrazek 6.16: Jednotlivé faze sbéru dat pro infra¢ervené spektrum po-
lystyrenu [podle Siesler H.-W.: Proc. 5th European Symp. on Polymer
Spectroscopy (D.O. Hummel, Ed.), Verlag Chemie, Weinheim 1979]

Ve skutecnosti neni vyhodnoceni spektra vétsinou provadéno pouze z jednoho zaznamu,
ale métené signaly jsou prumérovany. To dovoluje zlepsit pomér signalu a Sumu.

6.4 Vyhody FTIR spektroskopie

Interferometricky spektrometr ma proti disperznimu spektrometru rfadu vyhod. Abychom
spravné porozuméli vyhodam FTIR spektrometru, zopakujme si funkci disperzniho spektro-
metru. Na obr. 6.17 je zjednodusené schéma disperzniho infracerveného spektrometru, stale
jesté hojné pouzivaného v CR.

Zareni ze zdroje Z je rozdéleno pomoci zrcadel na dva rovnocenné svazky paprsku: pa-
prsek mérny (M) a paprsek srovnavaci (R). Tyto paprsky jsou po pruchodu kyvetovym pro-
storem pomoci rotujiciho pulkruhového zrcadla (RZ) stfidavé pfivedeny na vstupni $térbinu
monochromatoru. V monochroméatoru je zatreni spektralné rozlozeno na vhodném disperz-
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Obrazek 6.17: Optické schéma disperzniho infracerveného spektrome-
tru. 1 - infracerveny zaric; 2,3,4,5 - duté zrcadlo; 6 - korekéni clona
100%; 7 - zeslabovaci hiebenova clona; 8 - méfeny vzorek; 9 - srovna-
vaci vzorek; 10 - rovinné zrcadlo; 11,12 - duté zrcadlo; 13 - prerusovac;
14 - torické zrcadlo; 15 - clona; 16 - ¢ocka KBr; 17 - vstupni Stérbina
dvojitého hranolového-mrizkového monochromatoru; 18 - duté zrca-
dlo; 19 - odrazné mrizky 1 a 2; 20,22 - zrcadlo; 21 - meziStérbina; 23 -
duté zrcadlo; 24 - hranol z KBr; 25 - Littrowovo zrcadlo; 26 - vstupni
Stérbina; 27 - sbérna cocka z KBr; 28 - vypuklé zrcadlo; 29 - duté
zrcadlo; 30 - detektor

nim prvku, kterym je odraznd miizka (zde v kombinaci s hranolem) a vybrana vinova délka
vystupujiciho zafeni je vymezena vystupni Stérbinou. Takto vymezeny svazek zareni je pfi-
veden na detektor zareni, kterym je nejcastéji termoclanek. Vinova délka zareni, dopadajici
na detektor, se méni natocenim disperzniho prvku, monochromati¢nost tohoto zareni je
déna nastavenim Sifky S$térbin (vstupni i vystupni Stérbina jsou obvykle nastavoviny na
stejnou Sitku). Na detektoru vznikd béhem jedné pulotacky rotujiciho pulkruhového zrca-
dla elektricky signal, odpovidajici toku zaieni ve svazku mérném, v druhé pilotacce signal
odpovidajici toku zafeni ve svazku srovnavacim. Pii rychlém otaceni pulkruhového zrcadla
vznika na detektoru stiidava slozka napéti, ktera se po zesileni u pristroju pracujicich na tzv.
principu optické nuly pouziva k tomu, aby se pomoci servomotoru do svazku srovnavaciho
zasunula hiebenova clona tak, aby se tato stiidava slozka napéti eliminovala. Moderni pti-
stroje pracuji s tzv. pomérovym zaznamem (ratio-recording), kdy je signél kazdého svazku
vyhodnocovan samostatné, vétsinou jiz v digitalizované formé. Jiz z uvedeného zjednodu-
seného schématu jsou patrné nevyhody disperznich spektrometru, které shrneme do téchto
bodu:

a. Velky pocet pohyblivych ¢asti

- rotujici pulkruhové zrcadlo, slouzici ke stfidani mérného a srovnavaciho svazku pa-
prski na vstupni $térbiné monochromatoru,
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- slozity mechanismus nataceni, resp. vymény mrizek, ktery slouzi tomu, aby se na
vystupni stérbinu dostala jen pozadovana vinova délka,

- nastaveni Sifky stérbiny, kterou je v zavislosti na vlnové délce treba upravovat tak,
aby se dosahlo konstantniho toku zareni dopadajiciho na detektor,

- vyména filtra pouzivanych k odstranéni nezddouciho zéteni (nezddouciho fadu miiz-
ky, rozptyleného zareni)

- nastaveni hfebenové clony, pouzivané k zeslabeni svételného toku v mérném paprsku
(u pristroju s tzv. optickou nulou).

VSechny tyto ¢asti jsou predmétem mechanického opotiebeni a prokluzovani.

b. Mala rychlost zdznamu spektra
Detektor poskytuje v daném c¢ase odezvu pouze pro jeden spektralni element, jehoz
sitka je ddna pouze pozadovanym rozliSenim a tedy nastavenou Sitkou $térbiny. Cel-
kova doba zaznamu tedy zalezi na tom, na kolik spektralnich elementu je celé spektrum
rozdéleno a jako dobu bude potifebovat spektrometr k tomu, aby byly jednotlivé ele-
menty s co nejmensi chybou zméreny.

c. Mala opticka propustnost spektrometru
Vétsi cast zareni emitovaného zdrojem je odclonéna Stérbinami, jejichz Sitka urcuje
rozliSeni piistroje. Cim vétsi rozlieni mé piistroj dosdhnout, tim uz§i musi byt nasta-
veni Stérbin a tim mensi bude tok zafeni, ktery dopada na detektor. S tim je spojeno
zhorseni poméru signalu a Sumu. Malé toky zareni dopadaji na detektor také v pripadé
silné absorbujicich vzorku ¢ technik, které pracuji se zna¢nymi optickymi ztratami.

d. RuSivy vliv rozptyleného svétla

Ma-li byt odezva detektoru spravna, musi se na detektor dostat vzdy jen to zareni,
které odpovida danému nastaveni vinové délky na monochroméatoru. Jestlize se na de-
tektor dostane rotujicim sektorem modulované zareni jiné vlnové délky (napt. diky
nedokonalosti pouzité miizky), detektor toto zafeni neni schopen odlisit a dojde tedy
ke zkresleni odectené hodnoty intenzity. Zpusobena chyba bude tim vétsi, ¢im vyssi
bude absorpce méreného vzorku, a proto se kvantitativni analyza na disperznich spek-
trometrech s tzv. optickou nulou nedoporuc¢uje pro vzorky s absorbanci vétsi nez 1 (tj.
propustnosti pod 10%).

e. Absence vniti¥ni kalibrace pristroje

Dilezitym tkonem pii praci na disperznich pfistrojich je kontrola vinoc¢tové stupnice
pristroje. Disperzni pristroje nemaji zadny vnitini standard, ktery by zarucil pres-
nost nastaveného vlnoc¢tu, a vlnoc¢tovou stupnici pristroje je proto nutno kalibrovat
proméfenim spektra externich standardu, kterymi jsou latky nebo smési latek se zna-
mou polohou absorpénich pasu (napf. polystyrenova folie, kapalnd smés kafr-inden-
cyklohexanon, plynny HCI, HCN, NHj atp. Chyba vlnoc¢tové osy souvisi mj. s mecha-
nickym nastavenim pristroje a neni proto v celém spektralnim rozsahu konstantni a
souvisi tudiz velmi tzce také s teplotou jednotlivych ¢asti pristroje.
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f. Zahrati vzorku

g.

Vzorek je v infracervenych spektrometrech umistén bezprostiedné za zdroj zatfeni, coz
sice snizuje rozptyl zafeni, ke kterému by dochazelo, kdyby byl umistén bezprostredné
pred detektorem, na druhou stranu dochazi k zahrati vzorku, které muze v radé pripadu
vést k rozkladu, resp. dalsim zménam.

Emise zareni vzorkem
Zahtaty vzorek muze emitovat zafeni, a proto u pristroju, ve kterych zafeni prochazi
vzorkem pred jeho modulaci rotujicim sektorem, bude emitované zareni detegovano a
muze tudiz zkreslit data, tykajici se absorpce zareni.

Vyhody infracervené spektroskopie s Fourierovou transformaci jsou v nékolika piipadech

spojovany se jménem autoru, ktefi na né jako prvni upozornili:

a.

=

Fellgettova (multiplexni) vyhoda (¢te se felzetova)

Disperzni ptistroj dovoluje, aby na detektor v kazdém okamziku dopadalo pouze zareni
jedné vinové délky (presnéji jednoho tzkého intervalu vlnovych délek). V interferome-
tru dopada na detektor zafeni vSech vlnovych délek soucasné. Jestlize jsou oba expe-
rimenty provadény se stejnou integracni ¢asovou konstantou, disperzni pristroj bude
potfebovat pro kazdy spektralni element stejny cas, jako interferometr pro naméreni
jednoho interferogramu. To znamend, ze za stejnou dobu, ktera bude potiebnd pro zis-
kani celého spektra skladajiciho se z N elementu bude na interferometru mozno zméfit
N interferogramu a diky tomu zlepsit pomér signalu a $umu v/ N-krat.

Jacquinotova vyhoda (¢te se zakinotova)
V disperznim spektrometru musi zafeni projit vstupni a vystupni stérbinou monochro-
matoru, kterd propusti pouze ¢ast zareni, které do monochromatoru vstoupilo. V in-
terferometru je srovnatelnym omezujicim prvkem pouze kruhova apertura, kterd pro
srovnatelné rozliseni dovoli priichod podstatné vétsimu toku zareni nez obdélnikova
stérbina disperzniho spektrometru.

Connesova vyhoda Interferometr pouziva He-Ne laseru pro kontrolu pohybu pohybli-
vého zrcadla. To dovoluje vysoky stupen presnosti na vinoc¢tové skale ziskaného spektra
a odstranuje potirebu kalibrace vlnoc¢tové skaly pristroje, kterd je nezbytna u piistroju
disperznich. Laser zde slouzi jako vlno¢tovy standard o pfesnosti ca 0,01 cm™!.

Vyhoda rozptyleného svétla V disperznim pristroji je veskeré zatreni rotujim po-
lokruhovym zrcadlem modulovano na stejnou frekvenci a tak je soucasné se zarenim
o vlnoctu, na které je nastaven monochromator, detegovano i zareni jiného vlnoctu,
které se na detektor dostane. V interferometru je zateni kazdé frekvence modulovano
odlisné a tudiz v interferometru analogicky jev nemuze nastat.

Eliminace vlivu emise vzorku (viz ¢ast 6.2.5).

Rozliseni V ¢asti 4.10 bylo ukazano, ze rozliseni, dosazitelné na spektrometru s Fourie-

rovou transformaci, je urceno reciprokou hodnotou drahového rozdilu
1

A = — 6.35
i (6.3
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coZ je jen jiny zapis vztahu (4.41), kde klademe x = 27T.

Piiklad 6.2 Spickové pifstroje dosahuji ve stfedni oblasti rozliseni lepsi nez 0,0063
cm™!. Znamen4 to tedy, 7e na interferometru musi byt dosazitelny maximalni drahovy
rozdil x = 1/0,0063 cm = 158 cm. Posun zrcadla musi ¢init minimalné 79 cm. Ru-
tinni p¥istroje naproti tomu maji rozliseni napt. 2 cm™', tzn. 2 = 1/2 cm = 0,5 cm.
Posun zrcadla musi ¢init min. 0,25 cm. Tady bychom si méli znovu pripomenout, ze
rozliSeni muzeme ovlivnit pouzitou apodizac¢ni funkci. Nejvétsi rozliseni dosahneme pro
obdélnikovou apodizacni funkci.

g. Rychlost

Pro ¢asovou skalu, ve které jsme schopni zachytit dostateény pocet interferogramu
pro dalsi zpracovani, je urcujici rychlost pohybu zrcadla (samoziejmé vedle ostatnich
prvku, podilejicich se na prenosu dat). Je ziejmé, 7e infracervené spektrum méreného
vzorku musi byt konstantni alesponn po dobu, ktera je nezbytna pro to, aby pohyblivé
zrcadlo jednou urazilo celou drahu odpovidajici pozadovanému rozliseni. Nejrychlejsi
interferometry na to pottebuji 20 ms, neboli jsou schopny za sekundu zachytit 50 in-
terferogramu. Dalsi zvétSeni rychlosti narazi na radu obtizi, a proto se pro sledovani
opakovatelnych rychlych procesu pouziva techniky v anglické literature oznacované
"step-scan”, krokové skanovani interferogramu. Pohyblivé zrcadlo je posunuto o zvo-
leny krok, a méteni je provedeno v jeho klidové, presné definované poloze. Modulace
zafeni musi byt zajiSténa jinou cestou, a to bud’ mechanickym pferusovacem zareni
(modulace amplitudova), ktery je umistén za interferometr, nebo sinusovymi vibracemi
pohyblivého zrcadla (fizova modulace). Touto cestou lze pro velmi rychlé, opakovatelné
procesy (jakymi jsou napt. fotochemické nebo elektrochemické reakce) postupnym opa-
kovanim méreni v kazdé poloze zrcadla ziskat informaci o zméné infracerveného spektra
s rozliSenim 5us.

h. Modularita
Velkou prednosti spektrometru s Fourierovou transformaci je moznost snadno zménit
spektralni rozsah pristroje zaménou zdroje zatreni, délice svazku a detektoru.

6.5 Spojeni FTIR spektrometru s chromatografem

FTIR spektrometr predstavuje idealni detektor, ktery Ize pripojit na vystup separacni kolony,
nejbéznéji plynového chromatografu. Toto spojeni se realizuje pomoci pruto¢né kyvety, na
jejiz konstrukci vsak mame pomérné vysoké naroky:

e musi byt vyhrivana, aby v ni nedochazelo ke kondenzaci eluovanych slozek,

e musi byt dostatecné dlouhd, aby bylo dosazeno dostatecné absorpce zatfeni a tedy
dostatecné hodnoty poméru signalu a Sumu,

e musi mit miniméalni objem, aby nedochazelo k degradaci rozliseni, dosazeného na se-
paracni koloné.
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Tyto pozadavky nejlépe spliiuje sklenéna kapilara o pruméru do 1 mm a délce min. 10 cm,
jejiz vnit¥ni sténa je pozlacend (v anglosaské literatute se oznacuje jako ”light pipe”, pipe je
trubice, roura, také dymka). Zafeni neprochazi kyvetou rovnobézné s osou kyvety, ale kyveta
slouzi jako svétlovod, zareni prochazi diky odrazum na pozlacenych sténach. Rozméry kyvety
nejsou samoziejmé idedlni, a tak rozliseni dosazené na plynovém chromatografu je vesmeés
degradovano (detailni diskusi najde ¢tenad v monografii [10]). Spojeni obou technik je vSak
i za téchto okolnosti vyhodné z toho duvodu, Ze na rozdil od bézné pouzivanych detektoru,
jakymi jsou napr. detektor plamenové-ionizacni, detektor tepelné-vodivostni nebo detektor
elektronového zachytu, které nam pro urcity retenc¢ni cas dovoli ziskat pouze jediny, nespe-
cificky signal (z hodnoty proudu nelze zjistit, kterd slozka byla pravé eluovana), v piipadé
spojeni GC-FTIR mame moznost pro kazdy retencni c¢as ziskat celé infracervené absorpéni
spektrum, charakteristické pro eluovanou latku. Pro efektivni spojeni je nezbytné, aby byl
FTIR spektrometr schopen snimat jednotlivé interferogramy dostatecné rychle. Soucasné
pristroje dovoluji ulozit do paméti pocitace vice nez 60 interferogramu za sekundu. Pti 10
minutovém chromatografickém experimentu ziskime tedy minimélné 60*60*10 = 36000 in-
terferogramu. Mezi sejmutim interferogramu a vyslednym spektrem je samoziejmé nezbytné
provést ohromné mnozstvi vypocetnich operaci a tak je dulezitou otazkou, jak jednoduchou
cestou rozhodnout, které ze ziskanych interferogramu odpovidaji eluovanym slozkam a ma
je tudiz cenu transformovat na spektra, a které interferogramy nalezi pouze pozadi (nos-
nému plynu) a jsou pro nas bezcenné. Tuto informaci lze ziskat tak, Ze spolu s méfenim
pomoci FTIR spektrometru provedeme méteni pomoci vhodného chromatografického detek-
toru. Tato cesta neni zcela bez tskali a je ziejmé experimentalné mnohem jednodussi ziskat
takovy chromatogram - zavislost jediné zavisle proménné veli¢iny I na elu¢nim case t -
piimo z nameérenych interferogramau.

Chromatogram lze konstruovat v zasadé dvéma cestami: jedna vede pres FT analyzu
malého poctu dat z naméreného interferogramu, druhé vychéazi piimo z interferogramu a FT
analyzu nepouziva. Cas nezbytny pro provedeni FFT (rychlou FT) je tmérny d Ind, kde d
je celkovy pocet transformovanych dat, a podstatné snizeni vypocetniho casu lze tedy ziskat
tim, ze nebudeme zpracovavat cely interferogram, ale vybereme pouze nékteré body, napt. s
krokem 32 ¢m_; misto v8ech namétrenych bodu. K ziskani téchto ”pribliznych” spekter vede
stejnd cesta jako pii zpracovani celého interferogramu. Pro ziskdni hodnot transmitance T;,
resp. absorbance A; potfebujeme namérit interferogramy samotného nosného plynu pied
vlastnim chromatografickym délenim. Zavisle proménnou veli¢inou I v chromatogramu pak
muze byt suma prispévku jednotlivych vybranych bodu interferogramu

n

1=30-1T)
i=1

muzeme ale také spoc¢itat sumy hodnot absorbance ve vybranych usecich spektra, a ziskat tak
informaci o pritomnosti vybranych funkénich skupin. Tyto chromatogramy se nékdy nazy-
vaji chemigramy. Konstrukce chromatogramu piimo z interferogramu vyrazné snizuje naroky
na vypocetni cas. Existuje opét rada cest, jak konstrukci chromatogramu provést, nejcitli-
véjsi a na vypocetni ¢as nejméné narocnd se ukazala Gramova-Schmidtova ortogonalizace.
Na kazdy interferogram pohliZzime jako na d-rozmérny vektor, tj. prvek z R%. Jestlize namé-
fime n interferogrami, lze ocekavat, ze jednotlivé interferogramy nebudou vzdy vzajemné
nezavislé. Bude-li prochazet napt. jenom nosny plyn, v idedlnim ptripadé budou vSechny in-
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terferogramy stejné. Duvod, pro¢ ve skutecnosti stejné nikdy nejsou, zname. Béhem méreni
se uplatni fada fluktuaci, ktera zpusobi, ze nase méfeni bude zatizeno Sumem. Diky tomu
nebude nosny plyn reprezentovat jeden interferogram, ale uréity podprostor P C R?, ktery
bude charakterizovan bézi, definovanou nékolika vektory (vSechny ostatni vektory budou li-
nearni kombinaci vektoru této baze!). P¥i konstrukci chromatogramu porovnavame vSechny
interferogramy, které generujeme po nastiiku vzorku, s touto bazi (resp. s timto podprosto-
rem). Pokud se v interferogramu objevi ptispévek eluované slozky, bude mezi timto vektorem
eluované slozky (tj. interferogramem vzorku ) a podprostorem P ur¢itd vzdalenost. Hledame
nejmensi moznou vzdalenost. Tato vzdalenost je funkci absorbance v celé mérené oblast
spektra. Postup, jak tuto vzdalenost nalézt, popisuje Gramova-Schmidtova ortogonalizace
(ortonormalizace), kterda je podrobné popsana v dodatku C. Spojeni FTIR spektrometru
a plynového chromatografu neni jedind moznost. Pripojit lze téz kapalinovy chromatograf
(LC-FTIR) nebo chromatograf, pracujici s tekutinou v nadkritickém stavu (SFC-FTIR).
Mozné je spojeni i s tenkovrstvou chromatografii (TLC-FTIR). Tyto techniky se oznacuji
jako "hyphenated techniques” (v prekladu techniky s rozdélovaci ¢arkou, spojovnikem). Pro-
blematika spojend se ziskdnim chromatogramu je stejna jako pro spojeni FTIR-GC az na
jeden podstatny rozdil: zatimco mobilni fazi (nosny plyn) v plynové chromatografii lze volit
tak, aby neabsorbovala infracervené zareni, kapalinova chromatografie a také chromatogra-
fie tekutinou v nadkritickém stavu je az na ridké vyjimky omezena vlastni absorpci mobilni
faze. Ve spojeni FTIR-TLC vyhodnocujeme rozdéleni slozek po odstranéni mobilni faze, zde
jsme vSak omezovani vlastni absorpci faze stacionarni (silikagel, alumina).
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Kapitola 7

Dvojrozmérna Fourierova
transformace

V predchozich kapitolach jsme ukézali, jak se pouziva jednorozmérna Fourierova trans-
formace ve spektroskopii. Tato kapitola bude vénovana dvojrozmérné Fourierové transfor-
maci. Az se seznamime s jejimi zadkladnimi vlastnostmi, pak se v zavéru kapitoly zminime o
nékterych aplikac¢nich moznostech dvojrozmérné FT ve spektroskopii.

Protoze dvojrozmérna F'T ma vétsinu vlastnosti analogickych s jednorozmérnou F'T, bude

vev s

7.1 Definice dvojrozmérné FT

Zavedme nejprve nasledujici oznaceni. Abychom zachovali analogii a formalni podobnost se
znacenimi v Kapitole 4, budeme usporadané dvojice redlnych cisel znacit tuénymi pismeny.
Tedy polozme
t = (ti,tz) € R?, v=(v,1) € R?

a jejich skalarni soucin

v.t= l/1t1 + V2t2. (71)
Poznamka 7.1 Plati pozndmka obdobnd Poznamce 4.13: Proménnou ¢ = (1, t;) muzeme
interpretovat jako dvojici ¢asovych proménnych a proménnou v = (v, 1) jako dvojici frek-
venci. Nebo muzeme tyto dvojice interpretovat jako dvojice velikosti optickych drahovych
rozdilu a jim odpovidajici dvojice vlnoctu, viz Poznamku 4.13. Dalsi mozné interpretace jsou
napiiklad v NMR spektroskopii, viz konec této kapitoly.

Definice 7.1 BudiZ s(t1,t,) komplexni funkce definovand na R?. Fourierovym obrazem
funkce s(t1, to) nazyvame komplexni funkei S(vy, v2) redlnych proménnych vy, v5 definovanou
integralem

S(VI; V2) — // S(tl, t2)6_27ri (vititvsta) dtl dtQ, (72)
R2

ktery zpravidla zapisujeme strucné takto:

S(v) = / / s(t)e 2 dt. (7.3)
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O funkci s(t1,t2) budeme vzdy predpokladat, ze mé takové vlastnosti, aby nevlastni
dvojny integral na pravé strané v (7.2) konvergoval. Dale budeme psét

S(l/l, V2) = fg[S(tl, tg)],
resp. strucnéji
S(v) = Fls(t)], (7.4)
kde index 2 znaci, ze se jedna o dvojrozmérnou FT.
Poznamka 7.2 Definujici integral pro dvojrozmérnou FT je nevlastni dvojny integral a pro

jeho vypocet se nejc¢astéji pouziva Fubiniova véta, viz [8], Véta 12.10 a véta o substituci ve
dvojném integralu, viz Vétu 12.9 tamtéz.

Priklad 7.1 Naleznéme Fy-obraz funkce
s(ty,to) = e—(t1]+]t2])

Graf této funkce je na obr. 7.1

Obrazek 7.1:

Reseni: Podle definice mame
fZ[e—(\t1\+|tz|)] = S(v1, 1) = // o= (Ita|+ta]) =271 (1t1 +vata) dt, dty =
2

(/ e \tl\e 27r1u1tle |tz|e 2mivots dt) dt2 —

o / ‘tl —2mivity dt / |t2|e 2mivats dt2 —

2 4

Tl 47r2u§ T an22 (1 + 4n22) (1 + An22)’
kde jsme pouzili vysledku z ptrikladu 4.1.
Vysledek prikladu 7.1 je specidlnim pripadem nésledujici véty:

Véta 7.1 Je-li s(ty,ts) = s1(t1) - s2(t2), pak plati
Fols1(tr) - sa(ta)] = Flsi(t)] - Flsa(ta)] = Si(v1) - Sa(va). (7.5)

Dikaz lze ponechat ¢tenafi jako cviceni na pouziti Fubiniovy véty.
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7.2 Vzorec pro inverzni dvojrozmérnou FT

Situace je zcela obdobna jednorozmérnému piipadu. Je-li

Sv) = Fals(t)],
pak

FoUSW)] = s(t) = / / Sw)e*™ * dv. (7.6)

Poznamka 7.3 Vzorec (7.6) ma dobry smysl pro funkce s(1, t2), které maji spojité parcialni
derivace na R? a nevlastn{ integral

// |8(t1, t2)| dtl dtg
R2

konverguje.

Déle plati véta obdobna Véteé 4.1.

Véta 7.2 Je-li S(v1,v) Fe-obraz funkce s(ti,ts) , pak s(vq,v2) je Fe-obraz funkce
S(=t1, —ta) .

Dukaz: Mame
f2[S(—t1; _t2)] — // S(—tl, —tg)e_Qﬂi (V1t1+y2t2) dtl dt2
R2
Provedeme substituci ve dvojném integralu
th = —m, lg = —T.

Jakobidn této substituce je roven 1, takZze podle véty o substituci ve dvojném integralu (viz
8], véta ve:12.9) dostavame

fg[S(—tl, —t2)] = // 5(7'1,7'2)627ri (v1T14vaT2) dry dry =
R2

= F, '[S(11, )] = s(v1, ).

Tedy strucnéji zapsano _
F[S(—=t)] = F5 S(T)] = s(v), (7.7)

coz jsme méli dokazat.

7.3 Priklad
Tento priklad ma pomoci ¢tenafi k hlub$imu porozuméni ”dvojrozmérnym” signalum.
Priklad 7.2 Naleznéme F»-obraz funkce

s(ti,t) = e "1t — ty)1(ts), (7.8)

kde 1(¢) je jednotkova (Heavisideova) funkce, definovanéd v paragrafu 2.8
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Regeni: Nejdiive se seznamime s grafy pifslugnych funkci na pravé strané v 7.8.
J graly y
(i) Funkce f(t1,t2) = 1(t1 — to) je nulova tam, kde t; — t5 < 0, tedy v poloroviné

H():{(tl,tQ) ERQ, t1<t2},

jejiz hrani¢ni primkou p je pfimka o rovnici t5 = ¢;. Dale je funkce f rovna 1 v poloroviné
le{(tl,tQ) ERQ, 11 >t2}

a je rovna % v bodech ptrimky p. Tedy

pro (tl, tg) € Hg,

pro (t1,t2) € p, (7.9)
pro (tl,tg) e II;.

]_(tl - t2) -

= O

Graf této funkce je na obr. 7.2

Obrazek 7.2:

(i) Funkce g(t1,t3) = 1(t2) jakozto funkce dvou promeénnych je ddna vztahem

pro (tl,tQ) € 20,
pro (ti,t2) € q, (7.10)
pro (tl,tz) € 21,

]_(tQ) -

o= O

kde primka ¢ je osa t; a Xy, Xy jsou prislusné poloroviny v roviné t,,ts, viz obr. 7.3, na
kterém je nakreslen graf funkce g(t,ts).

Obrazek 7.3:

97



Ly

Obrazek 7.4:

Podobné na obr. 7.4 je nakreslen graf funkce h(ty,ty) = e ",

Nakonec je na obr. 7.5 nakreslen graf funkce
S(tl, tz) = e_tll(tl — tz)l(tz),

jehoz Fy-obraz nyni spocitame.

Obrazek 7.5:

Fole 1 1(ty — t)1(t)] = / / eIty — 1)1 (ty)e 2T W) qp .

— 00 —00

Integrovana funkce je nenulova pouze ve vysec¢i 1. kvadrantu
V:{(tl,tQ)eRQ, t1>t2>0},

viz obr. 7.6. t

0 1
Takze mame Obréazek 7.6:
Folet1(t — t2)1(t)] = / / 6Lty — ty)1(ty)e 2T Wt 20) Gt qp, —

v
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I
o\—é—

ty
(e_tle_%i’“tl / 1(t1 — tg)e_Qﬂi vata dtz) dtl =

0

t1
(e(1+27ri111)t1 /6727ril/2t2 dtQ) dtl —

0

I
o\—é—

IS
— 2 i /(ef(l+27ri1/1)t1 (1 o 6727ri1/2t1) dtl —
Re%) 0

1 1 1
T oM <1+27riu1 B 1+27riV1+27ri1/2> -
1
(14 27ivy)(1 + 2mivy + 2ming)

Dostavame tedy

1

ftl]_ t1 — to)1(t = .
Fole " 1(t — t2)1(t2)] (14 27mivy) (1 + 27mivy + 271 vy)

(7.11)

7.4 Vlastnosti dvojrozmérné FT

Nyni probereme zdkladni vlastnosti dvojrozmérné FT, které jsou analogické vlastnostem
jednorozmérné FT ( srovnejte s paragrafem 4.3).

7.4.1 Linearita 7-FT
Necht ¢, ¢y jsou konstanty. Pak

fQ[Clsl(tl, tg) + CQSQ(tl, t2)] = 01.7:2[81 (tl, tg)] + CQfQ[SQ(tl, t2)]. (712)

Dukaz ponechame ¢tenafi jako cviceni.

7.4.2 Véta o obrazu derivace

Necht Fy[s(tq,t2)] = S(v1,10). Pak

3s(t1, t2)

F l ] = 2mi v S (1, 1a), (7.13)
Oty

kde k£ = 1, 2. Dakaz: Dikaz provedeme pro k£ = 1. Podle definice mame

Os(ti,ta)| Os(t1,t2) ori . _
Bl ot ]_R// or, ¢ k=

gltl

o0

0s(ty,t : i
( 1 2)6—27r1 vity dtl 6—27?1 vata dt2 —
oty
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o.@] o

. t1=+ . . .
= / ([s(th tQ)e_Zmyltl];:,z + 271, / $(t1, ta)e™ 21l dt1) e M2l (t, =
— 00 — 00

= 2mi Vls(Vl, 1/2).

Hranata zavorka uvnit integralu je rovna nule, nebot

lim S(tl,tQ) =0.

t1—+oo

Cviceni 7.1 Pomoci vztahu 7.13 ukazte, ze

_ 825ty t :
() Fs [ﬁ] = (2m P, )
1002

0%s  0?%s

. As] — s Os
(i7) Fy[As] = F at%—i_at%

] = —An* (v} + v3)S(v1, vy).

7.4.3 Véta o derivaci obrazu
Necht Fy[s(tq,t2)] = S(v1,10). Pak
i_aS(Vl, VQ)

fQ[tkS(tl,tg)] = o al/k

, (7.14)

kde k£ = 1, 2. Dukaz ponechavame ¢tenari jako cviceni, nebot je snadnou modifikaci dukazu
pro jednorozmérny pripad, viz str. 34.

7.4.4 Véty o translaci

Yevs

Fyls(t)] = S(v) a @ = (a1, as) je konstantni vektor. Pak plati:

a) Fols(t —a)=e?*" " S(v), (7.15)

b) Fle*™ st)] =S —a). (7.16)

Dikaz: Provedeme diikaz prvniho vztahu a druhy ponechame ¢tenaii jako cviceni.

fQ[S(t - U/)] = //S(tl - Cbl,tQ — Cl2)€727ri (vit1+vatz) dtl dt2
R2

Po substituci
t1:U1—|—CL1, tQZUQ+GQ,

jejiz Jakobian je roven 1 a ze vztahu
v-t=ut +uty=vi(u+a1) +a(us+a) =v-u+v-a,

dostavame po dosazeni do integralu zadany vysledek. B
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7.4.5 Véta o zméné méritka

Necht Fy[s(t)] = S(v) a k # 0 je konstanta. Pak

1 1
Dikaz: Mame

f2[3(kt)] = // S(ktl, th)e_%i (vt +vats) dtl dtg.
R2

V dvojném integralu provedeme substituci

jejiz Jakobian je roven 1%2 a ze vztahu

" V2
l/1t1 + I/th = — U + —— U2

k k

dostavame po dosazeni do integralu zadany vysledek. B

7.4.6 Zobecnéni véty o zméné méritka

Necht A je redlna regularni matice fadu 2 a | A| je jeji determinant. Pak plati

Fols(At)] = |—j1|5(A*u), (7.18)
kde )
ao (),

tj. A" je inverzni matice k transponované matici matice A a dvojice t a v nyni chipeme
jako sloupcové vektory, tj.

Dukaz této véty je prili§ pracny a proto jej zde nebudeme provadét. Poznamenejme pouze,
ze vztah (7.17) obdrzime ze vztahu (7.18), volime-li matici A ve tvaru

k0
A= [ ko ] .
Presvédcte se sami snadnym vypoctem.

Piiklad 7.3 Pomoci vztahu (7.18) a vysledku Piikladu 7.2 ur¢eme

Fole™1(ty — ta)1(t1 +ta)]-
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Reseni: Z Piikladu 7.2 vime, ze Fs-obraz funkce
Sl(tl, t2) = eitll(tl — tz)l(tg)

je
1

Si(vi,ve) = (1 +27mivy)[1 + 27 (vy + 10)]

Funkce
SQ(tl, tg) = e_2t11(t1 — tg)].(tl + t2)

vznikne z funkce s;(¢1,t2) pomoci matice
2 0
=11
. 2 0 tl o 2tl
I REES!

Sg(tl,tQ) = 81(A . t) = 81(2t1,t1 + tg).

Déle snadno zjistime, ze |A| =2 a

nebot

takze

O N
[a—y

a-|

Pak podle vztahu (7.18) dostavame

f2[6_2t11(t1 — t2)1(t1 + tg)] =
1 2

[1 + 27 (511 — %W)] [1 +2mi (31 + %l/z)] 24 27 (= )] 2+ 27 (1 + )]

DO | —

7.5 Véty o obrazu konvoluce a souc¢inu
Nyni zobecnime vztahy (5.12) a (5.13) platné pro jednorozmérnou FT na piipad dvojroz-

mérny.

7.5.1 Konvoluce funkci dvou proménnych

Necht f(z1,72) a g(x1,72) jsou funkce definované na R?. Pak konvoluce téchto funkei je
definovana analogicky jako v jednorozmérném ptipadu, viz paragraf 2.9.
Definujeme tedy

(f xg) (x1,22) = //f(ﬂh — $1,T9 — $2)g(81, S2) dsy dss. (7.19)
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Pouzijeme-li stru¢néjsi oznaceni & = (r1,13), 8 = (s1,S2), pak lze (7.19) psat
(f+9) (@) = [[ 1@~ s)g(s)ds = [[ f(s)g(w ~ s)ds. (7.20)
R? R?

Poznamka 7.4 Z tohoto vztahu je ihned vidét, ze i dvojrozmérna konvoluce je komutativni.
Daéle plati, ze dvojrozmérna konvoluce ma vSechny vlastnosti uvedené v Poznamce
2.5 .

Priiklad 7.4 Spocitejme konvoluci funkei

—(@7+x3)

fla,20) =e a  g(x1,32) = T125.

Reseni: Podle definice mame

(f +.9) @1,02) = [[[ 7D = s1) (w5 = 52) sy sy =
R2

= (70 e 1 (x1 — 1) d31> . (70 e’sg(xQ — $9) dSQ) =

= /T /Ty = TX 30,
Pii vypoctu integralu v zavorkach jsme pouzili Laplacetv integral

o0

/ e ds = T

— 00

a dale integral

/ se™% ds = 0,

— 00
nebot se jedna o integral z liché funkce.
Dostali jsme tedy vysledek

(e_(’”%”%)) * (x119) = TX1Xo. (7.21)

7.5.2 Véta o obrazu konvoluce
Nechﬁ fQ[Sl(tl, tg)] = Sl (Vl, 1/2) a fQ[SQ(tl, tg)] = 52(1/1, VQ). Pak

Fol(s1 * s2)(t1, t2)] = Si(v1,12) - Sa(v1, 1) (7.22)

Fy-obraz konvoluce funkei je soucin obrazi. Dikaz je zcela analogicky dukazu pro jednoroz-
mérny piipad a ponechame jej proto ¢tenafi jako snadné cviceni.
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7.5.3 Véta o obrazu soudinu

Necht fQ[Sl(tl, tg)] = Sl (1/1, VQ) a fQ[SQ(tI, tg)] = SQ(VI, 1/2). Pak
fg[sl(tl,tg) . SQ(tl, tg)] = Sl (1/1, VQ) * Sg(l/l, 1/2). (723)

JFr-obraz sou¢inu funkei je roven konvoluci obrazi. K dukazu vztahu (7.23) lze pouzit vzorec
(7.6) pro inverzni F,-FT, a pak postupovat podobné jako v jednorozmérném piipadu.

7.6 Diracova J,-funkce dvou proménnych

Diracovu do-funkci dvou proménnych zavedeme obdobné jako jsme v Kapitole 3 zavedli o-
funkci jedné proménné:

_J 0 pro (z,y) #(0,0)
52(!1,',y) - { +00 pro (x,y) — (0,0) (724)
) / do(z,y)dedy = 1. (7.25)

R2
Poznamka 3.1 plati zcela beze zmény a rovnéz tak text za touto poznamkou. Funkci dy
budeme také nazyvat impulsni funkci dvou proménnych.

7.6.1 Posloupnost funkci konvergujici k o-funkci

Vysetteme posloupnost funkci
gn(z,y) = n—e_”Q(mQﬂ/Q), n € N. (7.26)
T
Ziejmé plati

n? Cn2(a24y?) _ { 0 pro Ex,yg

lim —e
n—oo T +0o0 pro

Déle s vyuzitim vztahu (3.8) a Fubiniovy véty méame

//gna:ydxdy—// e~ (@) drdy =1,

Jim g, (z,y) = d2(z, y). (7.27)

takze muzeme psat

Rikdme, Ze posloupnost g, (z,y) konverguje k dy-funkeci ve smyslu teorie distribuci , viz Do-
datek A. Konvergence funkei g, (z,y) — d2(z,y) pro n — 400 je znédzornéna na obr. 7.7,
kde na obr. 7.7a je graf funkce g;(z,y), na obr. 7.7b je graf funkce g3(x,y), na obr. 7.7¢ je
graf funkce g4(x,y) a na obr. 7.7c je symbolicky znazornén graf funkce ds(z,y) jako Sipka
kolmé k roviné zy, spojujici symbolicky bod (0,0) s "bodem +00”.
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Obrazek 7.7:

7.6.2 Neékteré vlastnosti d,-funkce
1. vlastnost: Je vyhodné v nékterych situacich psat, resp. vyjadrit do-funkci jako soucin
02 (x,y) = 6(x) - 6(y). (7.28)
Motivaci k tomuto vyjadfeni je napiiklad vztah (7.27), pfepsany nasledovné:
n2 20,21 2 n 2,2 n 2,2
: v —nf(2t+y?) o v —nz v —n?y _ .
e () ) s

2. vlastnost: Posunuta do-funkce se definuje nasledovné

X0 U — ) = 0 pro  (z,y) # (2o, yo)
d2(z — 0,y — Yo) —{ +oo pro (1) = (20, 90) (7.29)

a modeluje impuls v bodé (xg, yo). Je limitou posloupnosti funkei g, (x—xq, y —yo). ” Grafem”
posunuté do-funkce je Sipka kolmd na rovinu zy, spojujici symbolicky bod (x¢, o) s bodem
+00.
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3. vlastnost: Stejné jako v jednorozmérném piipadé lze ukzat ( viz paragraf 3.3), ze plati
J[ 1@ )a(a = w0,y — yo) dwdy = Flwo, o). (7.30)
R2

Tento vztah koresponduje s defini¢nim vztahem, kterym je definovana ds-funkce jako sin-
gularni distribuce v Dodatku A, tj. se vztahem (A.14)

<52a f> = f(xO;yU)-

7.6.3 Nasobeni dy-funkce obycejnou funkci

Necht f(x,y) je "obyfejnd” funkce. Pak nasobek f(z,y)d(x — zo,y — yo) definujeme néasle-
dovné:
f(@,y)d(x — 20,y — yo) = f(20,%0)5(x — o,y — Yo)- (7.31)

Zduvodnéni této definice nalezne ¢tenar v Dodatku A.
Poznamka 7.5 Domluvme se, ze ”graf” souc¢inu
f(xa y)(S(.fU — To, Y — yU)

budeme kreslit tak, jak je zndzornéno na obr. 7.8.

Z
A

fﬁo,yo "

—
T

X N
Obrazek 7.8:

Této tmluvy se pouziva pri grafickém znézornéni diskretizace spojitého dvojrozmérného
signalu, viz nasledujici odstavec.

7.6.4 Diskretizace spojitého signalu

Méjme spojitou funkei f(¢1,t5), kterou chapeme jako spojity signil dvou proménnych. K
diskretizaci tohoto signalu pouzijeme dvojrozmérnou vzorkovaci funkci

+o0o
ig(tl, t2) = Z 52(t1 - mAl, tg. - nAQ), (732)

m,n=—00
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Obrazek 7.9:

Obrazek 7.10:

kde A a A, jsou délky vzorkovacich intervalu na ¢asovych osach t; a t5. Grafické znazornéni
vzorkovaci funkce je uvedeno na obr. 7.9 a diskretizace spojitého dvojrozmérného signalu je
znazornéna na obr. 7.10.

Tuto diskretizaci dostaneme jako soucin

+o00
f(tl,tg)ig(tl,tg) = Z f(tl,tQ)(SQ(tl — mAl,tQ — nAQ) =

m,n=—00

+00
= Z f(mAl, nA2)52(t1 — mAl, tg — TLAQ)

m,n=—00

7.6.5 Neékolik uziteénych impulsnich funkci dvou proménnych
(i)
Polozme
L(x,y) = 6(x). (7.33)

Tato impulsni funkce _dvou proménnych je impulsni pouze v proménné x a na druhé pro-
ménné y nezavisi. Podrobnéji 1ze impulsni funkci /; napsat nasledovné:

0 pro z#0 a y€R
o pro z=0 a y€R.

I (z,y) :{
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Pri grafickém znazornéni postupujeme stejné jako v pripadé obyc¢ejnych funkci dvou promén-
nych, jejichz funkéni predpis obsahuje pouze jednu proménnou, napt. z = f(x,y) = 22, (viz
8], str. 165). Graf této funkce vznikne rovnobéznym posouvanim paraboly z = x? podél osy
Y.

Tedy graf impulsni funkce I;(x,y) vznikne tak, ze graf impulsni funkce (x) posouvame
rovnobézné podél osy y. Dostaneme graf znadzornény na obr. 7.11. Je to vlastné ”polorovina”
kolma na rovinu x,y "nad” osou y.

Obrazek 7.11:

z
A

- - —P — - y
X = - _ _ -
Obrazek 7.12:
(ii)
Podobné
Iy (z,y) = 6(y) (7.34)
je impulsni funkci v proménné y a jeji graf je zndzornén na obr. 7.12.
(iii)
Polozme
2 2
Li(z,y) =e ™ §(z) =e ™ [1(z,y). (7.35)
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Na impulsni funkci I3(x,y) je tieba pohlizet jako na soudin ”obycejné” funkce dvou pro-
ménnych g(z,y) = e ™ a impulsni funkce Ij(z,y), viz odstavce 7.6.3 a 7.6.4. V duchu
textu téchto odstaveu dovodime, ze graf impulsni funkce I3(z,y) dostaneme jako prunik
grafu funkce g(z,y) = e~ zndzornéného na obr. 7.13a, s grafem impulsni funkce I1(z,y),
znazornéného na obr. 7.11. Vysledny graf impulsni funkce I3(z,y) je na obr. 7.13b.

Obrazek 7.13:
(iv)
Polozme
Li(z,y) = Z d(x —n). (7.36)
Impulsni funkce i(z) je jednorozmérna vzorkovaci funkce (viz paragraf 3.6), jejiz graf je

znazornén na obr. 7.14a. Graf impulsni funkce I4(x,y) dostaneme rovnobéznym posunutim
grafu i(x) podél osy y, viz obr. 7.14b.

Obrazek 7.14:
(v)
Ponechame ¢tenafi nakresleni grafu impulsni funkce

I5(z,y) Z 6(y —n). (7.37)

(vi)
Nakonec definujme jesté impulsni funkci

Ig(z,y) = 0(y/a? +y> = 1). (7.38)

Oznatme K = {(z,y) € R%* 2? + y*> = 1} jednotkovou kruZnici v roviné z,y se stiedem v
pocatku. Pak lze impulsni funkei I(z, y) zapsat takto :

_J 0 pro (z,y)¢K
Ts(w,y) = { oo pro (z,y) € K.

Jeji graf je znazornén na obr. 7.15 jako nekone¢ny valec nad kruznici K.
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Obréazek 7.15:

7.6.6 Konvoluce funkce s y-funkei

Méjme ”oby¢ejnou” funkci f(x1,z3) a d-funkei dz(x1, 22). Pak jejich konvoluce je definoviana
vztahem (7.19) a s vyuzitim vztahu (7.30) dostavame

(f * 52) (301, 302) = // f($1 — 51, T2 — 82)52(81, 52) ds; ds,
R2

tJ.
(f * 52) ($1,$2) = f($1,$2);

neboli
fxdy=f. (7.39)

Posledni vztah ukazuje, Ze do je jednotkou pro ”konvoluc¢ni nasobeni”.

7.7 Fourierova F,-transformace J-funkci

Nejprve zavedeme pomocné funkce, které nam usnadni dalsi zapisy.
Ozna¢me Ji(x) funkci identicky rovnou 1 na R, tj.

Ji(z) =1 pro vSechna x € R. (7.40)
Dale ozna¢me Jy(z1, zo) funkci identicky rovnou 1 na R? tj.

Jo(x1,29) =1 pro véechna (1, 19) € R%. (7.41)

7.7.1 Fs-obraz impulsni funkce

Vzhledem k tomu, ze
da(t1,t2) = 6(t1)(t2),

viz vztah (7.28), pouzijeme k vypoctu Fy-obrazu do-funkce Vétu 7.1 a déle fakt, ze
Flo(t)] =1,
viz vztah (4.22), ktery vzhledem k naSemu novému znafeni ma tvar

FIs()] = Ji(v).
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Nyni muzeme psat:
Folda(ti, ta)] = Fold(t1)d(t2)] = Flo(t1)] - Flé(t2)] =
= Jl(l/l) : J1(l/2) = JZ(VI; 1/2),
tj.
Folba] = Ja, (7.42)

tedy obrazem impulsni funkce d5(¢1,t5) je konstantni funkce Jo(vy, 13).

7.7.2 F-obraz konstantni funkce Jy(i1,t2)

Protoze podle (7.42) je
Fol0a(t1, t2)] = Jo(v1,v2)

a pro funkci Jy(z1, o) plati
J2(—$1, —302) = J2(«T1,$2),

Pak podle Véty 7.2 dostavame

FolJo(t1,t2)] = S2(v1, v2). (7.43)

7.7.3 JFy-obrazy impulsnich funkci I; az I

Nyni postupné stanovime Fy-obrazy impulsnich funkei I (¢, t2) az Ig(t1, t2), definovanych v
odstavci 7.6.5. Podstatné bude pouziti Véty 7.1.

(i)
Folli(tr,t2)] = Fo[0(t1)] = Fold(ty) - Ji(ta)] = Flo(t1)] - FlJi(t2)] =
= Ji(1n) - 6(1rn) = 1-0(1p) = (v, ).

Tedy dostavame

Folli(t1, t2)] = La(11, ). (7.44)
(ii)
Jako cviceni dokazte, ze
Follo(tn, t2)] = (11, 1v2). (7.45)
(iii)

FolI3(t1, 12)] = Fole ™26 (t1)] = Fle ™ - Flo(t1)] =
—e ™ (1) =17,

Méame tedy ,
fQ[Ig(tl, t2)] =e¢ ™ J2 (Vl, 1/2). (746)

(iv)
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Follu(ti, t2)] = Foli(tr) - Ji(t2)] = Fli(t1)] - 6(re) =

:<+f 5(V1_n)> — S =)o) = S G — ),

n=—o00 n=—o00 n=—o00
kde jsme pouzili pro F[i(t;)] vztah (4.47), ve kterém jsme volili A = 1.
Dostavame tedy

f I4 tl,tg Z (52 V1 —n, 1/2) (747)

n=-—oo

v)

Jako cvic¢eni dokazte, ze

Folls(ti, t2)] = io Oa(v1, 9 — ). (7.48)

n=-—oo

(vi)

Vypocet Fy-obrazu impulsni funkce (¢, t2) je mnohem komplikovanéjsi a my zde uvedeme
pouze vysledek.
Folls(tr, t2)] = To(r), (7.49)

kde r = /v? + 13 a Jo(r) je Besselova funkce definovana radou

+o00 7n2n

i) = 3 (1) s (7.50)

n=0

7.8 Fourierova F,-transformace periodickych funkeci
Zacnéme dulezitym piikladem. Stanovme Fy-obraz funkce
S(tl, t2) = e_”t% COS 27Tl/0t2,

kde vy je kladna konstanta. Tato funkce je periodickd v proménné t,, takze jeji Fourieruv
obraz bude impulsivni funkci v jedné proménné. Podle Véty 7.1 dostavame

Fale™™ cos 2muyty] = Fle ™ - Flcos 2ty =

21
—e ™ 5 [(S(VQ — V()) + (S(VQ —+ V())] .
Celkové tedy
2 ]. 2
Fole ™ cos 2wty = §e’7”’1 [0(ve — vg) + d(1va + 1)) (7.51)

Graficky je tento vysledek znédzornén na obr. 7.16a,b. Na obr. 7.16a je znazornén graf signilu
s(t1,t2) a na obr. 7.16b graf jeho Fy-obrazu.
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Obrazek 7.16:

7.8.1 Periodické funkce dvou proménnych

Funkce dvou proménnych f(t) = f(t1,1s) je periodickd, existuje-li dvojice ¢isel p = (p1,p2)
tj. vektorova perioda tak, ze plati

fE+p)=f(t)
pro vechna t € R?, neboli ve slozkach
[ty 4 p1,ta +p2) = f(t1, t2). (7.52)
Priklad 7.5 Ukazme, ze funkce

f(t17 t2) - eZWi T = e27ri (a1t1+azt2)

1 1
b= <_7 _>
a1 Q9

ma vektorovou periodu

a urceme jeji Fourieruv Fy-obraz.

Reseni: Snadno spocitame, ze

1 1 : . .
f(t1+—,t2+—>2627” H) =g =
a1 (05}

= f(t1, t2)e"™ = f(t1,12).

Z Véty o translaci, tj. vztahu (7.16) a pomoci vztahu (7.43) dostdvame
fQ[QQWi T ]_] = fg[e2”i T JQ(tl,tQ)] = 62(7/1 — a1,V — ag).

Tedy obraz periodické funkce s vektorovou periodou

1 1
b= <_7 _>
a1 Qo

je do-funkce posunutd do bodu (a;,ay). B
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7.9 Sinova a kosinova F,-transformace

Jestlize v Definici 7.1 pouzijeme k vyjadieni komplexni exponencidly Eulerovy vzorce, tj.

=2mi (viti+vata) _

e

e—27r11/1tle—27rll/2t2 — (

cos 2ty — 1 sin 27wvty) - (Co8 2muaty — 1 sin 2mwwaty) =

= €08 2Tty €OS 2oty —sin 2wty sin 2muety—i [cos 2ty sin 2miaty + cos 2mats sin 2wty ],

pak po dosazeni do defini¢niho vztahu (7.2) dostdvame ihned, ze

S(vi,va) = Fols(tr, ta)] = Fo¥ls(tr, t2)] — FP[s(te, to)] — 1 [F5°[s(te, ta)] + F5 [ (1, ta)]]

(7.53)
kde

fzcc[S(tl, tg)] = // S(tl, t2) COS 27Tl/1t1 COS 27Tl/2t2 dtl dtg, (754)

R2
f;s[S(tl, t2)] = // S(tl, tg) sin 27Tl/1t1 sin 27TV2t2 dtl dt2, (755)

R2
f;s[S(tl, tg)] = // S(tl, tg) COS 27Tl/1t1 sin 27Tl/2t2 dtl dtg, (756)

R2
f;C[S(tl, tg)] = // S(tl, tg) sin 27TV1t1 COS 27Tl/2t2 dtl dtg (757)

R2

Vyjadieni Fo-transformace ve tvaru (7.53) je nékdy vyhodné pii explicitnim vypoctu realné
a imaginarni ¢asti spektra S(vq, 1), zejména, je-li signal s(t1, t2) redlnou funkei.

7.10 Poznamka k aplikaci dvojrozmérné FT

Uzitecnost dvojrozmérné FT lze nejlépe demonstrovat na NMR, spektroskopii. V tomto pa-
ragrafu budeme proto predpokladat, ze je ¢tenar seznamen se zakladnimi principy metody
NMR, viz napfiklad [7].

Necht je g(w) NMR spektrem dané latky, tj. funkce g(w) udava pravdépodobnost, ze
dané jadro ma Larmorovu frekvenci v intervalu (w,w+ Aw) s pravdépodobnosti g(w)Aw.
(Tedy funkce g(w) je hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny.)

Je zndmo, 7e funkci g(w) lze ziskat inverzni F'T, provedenou na signal spinového echa

F(ts), . )
g(w) = FUf(t)] = / Ft2)e?m dt,.

Provedeme-li fadu experimentu s ruznym c¢asovym odstupem t¢; budicich impulsu, ziskame
dvojrozmérny signal s(ty,ty), naptiklad lze cviéné volit

s(ti,ta) = f(t2)e™ M.

Po provedeni dvojrozmérné inverzni F'T dostaneme

G(wla w?) = // S(tl, tg)e%ri (witi+wsts) dtl dtQ,
R2
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tedy dvojrozmérné NMR spektrum. V nasem pripadé je

2
G(wi,wz) = 9(w2)m = g(w2)L(wr).
Situace je znazornéna na obr. 7.17.
L o
g. L)z !
\ wy

Obrazek 7.17:

Je vidét ( a zkuSenosti ukazuji), ze dvojrozmérné spektrum muze obsahovat informace, které
jsou v bézném jednorozmérném spektru soucasné nedostupné. Je vypracovana rada metod
vyuzivajicich dvojrozmérnou FT. Zajemce odkazujeme napiiklad na praci [7].

115



Kapitola 8

Fourierovy rady

8.1 TUvod

Pfipomenme nejprve pojem Taylorovy rady funkce f se sttedem v bodé x,. Tam jsme za
jistych podminek odvodily vyjadieni funkce f ve tvaru mocninné rady

fl@) = an(r —x0)", (8.1)
n=0
kde a, = 200 5 = 0,1,2,... . K takovémuto vyjédieni je tfeba, aby funkce f méla deri-

vace viech fadi, coz je velmi silny pozadavek a v fadé technickych, fyzikalnich a chemickych
aplikaci neni splnén. V téchto aplikacich se ¢asto setkdvame s funkcemi, které nejenze nemaji
vSechny derivace na daném intervalu, ale nejsou tam dokonce ani spojité. V dalsim budeme
pracovat s funkcemi po ¢astech spojitymi.

Definice 8.1 Rikdme, 7e funkce f, definovand na intervalu (a,b) , je na tomto intervalu
po c¢astech spojita, jestlize existuje konec¢ny pocet bodu nespojitosti funkce f na intervalu
(a,b) , pficem7 pozadujeme, aby v bodech nespojitosti méla funkce f obé jednostranné limity
konecné.

Poznamka 8.1 Tayloruv rozvoj funkce f v fadu 8.1 lze chapat jako vyjadieni funkce f
pomoci nekone¢né linearni kombinace funkci

0

up(z) = (x —x0)" , wi(z) =2 —20,..., up(x) = (x —20)" ...

s koeficienty ay, a1, ag, ... . Funkce {u;(z)}32, lze snadno chapat jako ,béazi“, v niz vyjadiu-
jeme danou funkci f.

Zvolime-li jinou ,,bazi“, dostaneme jiné rozvoje funkce f.
Ukazuje se, ze pro mnohé aplikace je vhodné volit jako ,,bazi“ goniometrické funkce, viz
nasledujici odstavec.
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8.2 Pojem Fourierovy rady funkce f

Zvolme funkce
up(z) = cos—, n=0,1,2,... (8.2)
vp(x) = sin— , n=1,2,3... , (8.3)

kde [ > 0 je zvolené pevné cislo.

Poznamka 8.2 a) Funkce uy(z) = cos0 =1 je konstantni funkce. :
b) Vsechny funkce v (8.2) a (8.3) kromé ug(x) jsou periodické funkce
s primitivni periodou 2I

Méjme funkei f definovanou na intervalu (0, 2[) , resp. f je periodickéa funkce s periodou
21 definovand na (—oo, +00) .

Vyjadieme funkei f jako nekone¢nou linedrni kombinaci funkei (8.2) a (8.3).
Dostaneme

> k > k
f(x):Zakcosﬂ + Zbksinﬂ.
k=0 ! k=1 [
Je zvykem psat pravou stranu ve tvaru
ay & kmx . kmx
f(z) = 5 +3 (ak cos —— + by sin T) . (8.4)
k=1

Vztah (8.4) je tifeba zatim chapat jako symbolicky. Zatim nevime, zda fada vpravo kon-
verguje a v piipadé, ze konverguje, zda se jeji soucet rovna funkéni hodnoté f(x) . D¥ive nez
odpovime na tyto otazky, uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni.

8.3 Pomocné vztahy

I. Je-li funkce f(x) periodickéd s periodou T', je

a+T

pro libovolné realné ¢islo a .

Dukaz: Plati

a a T
protoze
a+T a
| f@az=ly=o-T= [ f(@)da
T 0
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II. Plati:

2 0 pro n#m
nw mmx
a) /cos—cos der = [ pro n=m>0
[ [
0 2l pro n=m=0
2 oz mmr 0 pro n#m
b) /sstm l de = 0 pro n=m=0
0 [ pro n=m>0
21
nrTr . mnT
c) /cos e sin l dx = 0 pro libovolné m,n .

0
Diukazy téchto vztahtu lze provést pomoci vzorcu

sinmzsinnz = z[cos(m — n)x — cos(m + n)z],

cosmzcosnr = z[cos(m — n)x + cos(m + n)z|,

N N N

sinmzcosne = z[sin(m —n)x +sin(m + n)z] .

8.4 Vypocet Fourierovych koeficientu funkce f

Vratme se ke vztahu (8.4). Nyni ukazme, jak musime volit koeficienty ay, b, , aby soucet
fady byl roven funkéni hodnoté f(z) . Pfedpokladejme, 7e pro kazdé = € (0, 2[) fada v (8.4)

konverguje a jeji soucet je roven f(x) . Vyndsobme tuto rovnost funkei cos 7 . Dostaneme
nTxr  ao nrx krx nwx kmrx nrx
T)CoS —— = — C0S — + a, COS —— €08 —— =+ by Sin —— cos ——
Jleyeos == =5 l kzl( T LR l )
Za predpokladu, ze lze fadu vpravo integrovat ¢len po ¢lenu, dostaneme
7 nmx nmx © 7 kmx nmx
/f()cos—dx /—cos—dx Z(/akcosTcosde
0 k=1

21
k
+ /bwin%cos#dx) :/ancoﬁ@dx:anl,
0 0

nebot ostatni integraly jsou rovny nule, viz odstavec 8.3.
Specialné pro n = 0 mame

/f(x)dx:/ﬂ%dx:agl.
0

7 predchoziho vyplyvaji vztahy pro a, :

2
1 nnx

anzi/f(x)cosde, n=0,1,2,.... (8.6)
0
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Vzorce pro b, odvodime podobné. Vztah (8.4) vynasobime funkei sin *7* . Integrujeme

¢len po ¢lenu a obdrzime

1
bnzi/f(x)sin#dx, n=1,2,3,.... (8.7)
0
Definice 8.2 Koeficienty ag, a1, ag,...,b1, by, ... , uréené vzorci (8.6), (8.7) nazyvame Fou-
rierovymi koeficienty funkce f.

Radu

3> +Z(ancosT+b sin?)

nazyvame Fourierovou ¥adou funkce f(x) a zapisujeme takto:

nmwx
+ Z (an cos 2L 4 by, sin T) : (8.8)
Timto zapisem (vlnovkou) chceme zduraznit, 7e jde o formdlni pfifazeni fady vpravo
k funkci f(z) a Ze soucet fady nemusi byt roven f(z). V tomto smyslu je t¥eba chépat i
vztah (8.4) .
Podminky za nichz je Fourierova rada funkce f konvergentni, dava nasledujici véta.

Véta 8.1 Necht je funkce f po ¢astech spojitd na intervalu (0,2[) a ma zde po ¢astech
spojitou derivaci. Pak plati:
a) Je-li f(x) spojitd v bodé xq € (0,2l) , je

% + Y (ay cos oo 4 by, sin m;xo) = f(=o) , (8.9)
n=1
b) Je-li £y bod nespojitosti funkce f, pak
s 1
5+ D (ancos T 4 by sin o0) = 2 (f(no+) + flao-)) (8.10)
n=1

kde f(zo®) = lim f(z).

Pozndmka 8.3 Mame-li funkci f definovanou na (0, 2[) , pro niz f(0) = f(2/) , mizeme ji
periodicky rozgifit na cely interval (—oo, +00) . Oznacme toto rozsiteni f(z) . Pak

f(x) = f(z) pro z € (0,2]) ,
f(x+20) = f(x) pro kazdé z € R .

Vétu 8.1 lze formulovat i takto:

Véta 8.2 Necht je funkce f , definovand na (—oo,+o00) . periodickd s periodou 2/ a na
intervalu (a,a + 2[) je po ¢astech spojita a ma z zde po ¢astech spojitou derivaci. Pak plati:
a) Je-li f spojita v bodé z, , pak plati (8.9).
b) Je-li 5 bod nespojitosti funkce f, pak plati (8.10).
V tomto ptipadé muzeme pro vypocet Fourierovych koeficientu ve vztazich (8.6) a (8.7),
je-li to vyhodné pouzit integracni meze od —I do [ , tj. vyuzit vztahu 8.5):
!

1
anzj/f(x)cos@dx by, l/f sinwdx

—l
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8.5 Piiklady

Priklad 8.1 Naleznéme Fourierovu fadu funkce f(z) = z pro interval (0,27) , (I =) .

Reseni:

2w
1
ag = —/xdx:27r
s
0
2

T o 2
1 1|x . 1 )
a, = — [xcosnrdr=—|—sinnz| — — [sinnxdz=0, pron=1,2...
T T|n nm
0 0 0
2T o 2
1 ) 1 x 1 2
b, = — [xsinnzxdr=—|——cosnz| + — [cosnzxdr=——, pron=1,2.
™) T n o nml n

Fourierova fada funkce f(z) =z pro x € (0,27) je

)~ = Zsina = Ssin 2 - Zsing
z) ~m = osing — osin2z — osindz — ...
.
=1
r~1—2Y —sinnz, x€(0,2m).
n=1

Piiklad 8.2 Naleznéme Fourierovu fadu funkce f(z) =sgnx pro x € (—m,m) , tj.
-1 pro =z € (—m,0)
f(z) = 0 pro =0
1 pro z€(0,m).

Reseni:

| I—

17 1] o r

ap = —/sgnx cosnxdr = —[/ —cosnxdx+/cosnxdx
™ ™ —
i 0

w 170 m = pro n liché
b, = —/Sgnx sinnxdx:—[/—sinnxdx—i—/sinnxdi] =
T L 5 0 pron sudé.

Na intervalu (—m, 1) je tedy

< 4(sinx n sin 3x n sin bx
ng~ —
& 1 3 5

Y

tj.
4 & sin(2k + 1)z
B DL T
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Nyni si ukdzeme, jak 1ze pomoci véty 8.1 stanovit soucet konkrétni ¢iselné rady. Funkce
sgn x na intervalu (—m, 7) spliuje predpoklady véty 8.1, tudiz pro = € (0, 7) plati rovnost

4 & sin(2k + 1)z

=23

8.12
Tim 2k+1 (8.12)

Speciélné pro z = % je sin(2k 4+ 1)5 = (—1)* . Dosazenim do (8.12) a tipravé dostavime, Ze

i (- 7
i 2k+1 47

tj.

Cviceni 8.1 Ovéite vztah (8.10) pro funkci sgnz , x € (—m,m) v bodé x =0.

(Navod: Plati xl_l)%l_i_ sgnx =1, mlggl_ sgnx = —1).

8.6 Fourierova rada sudé a liché funkce

Ptipomenme nésledujici fakt: Je-li h(z) licha funkce, pak

/ h(z)dx =
Je-li h(z) sudéa funkce, pak

/ah(x)dx: Q/ah(x)dx.

Snadnym dusledkem téchto vztahu je nasledujici véta.

Véta 8.3 Necht je f(z) suda funkce na intervalu (—[,[) . Pak pro jeji Fourierovy koeficienty
plati:

b, = 0, n=1,23,...,

a, =

~| N

!
/ cos—dx n=0,1,2,....
0

Je-li f(z) lichd funkce na intervalu (—(,[) , pak pro jeji Fourierovy koeficienty plati:

a, = 0, n=0,1,2,...

)

!
2
b, = 7/ sm de, n=1,2,3,....
0
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Dukaz této véty lze ponechat ¢tenafi. Je tfeba si uvédomit, ze funkce cos *7% jsou sudé funkce

I
a sin 7% jsou liché funkce. Soucin dvou sudych (lichych) funkei je funkce suda a soucin liché

funkce se sudou je licha funkce.

Poznamka 8.4 Tudiz podle véty 8.3 Fourierova fada sudé funkce obsahuje pouze kosi-
nové ¢leny a nazyva se kosinova Fourierova fada. Podobné licha funkce ma sinovou
Fourierovu radu.

Poznamka 8.5 Mame-li funkci f(z) zadanou na intervalu (0,1) , muzeme ji rozsifit (dode-
finovat) na interval (—[,[) bud tak, aby vysledné funkce byla suda, anebo tak, aby vysledna
funkce byla licha.

1 1 1
-1 1 -1 i -1 T
-1 -1 -1

a) b) c)

Obrazek 8.1:

Piiklad 8.3 Méjme funkci f(z) = = pro = € (0, 1) . Jeji graf je na obr. 8.1a. Oznaéme f(x)
jeji sudé rozsiteni na interval (—1,1) . Graf fo(z) je nakreslen na obr. 8.1b. Ziejmé

fa(z) = |z| pro xz € (—1,1) .

Necht f;(z) je liché rozsiteni funkce f na interval (—1,1) . Graf fi(x) je na obr. 8.1c. Zfejmé
fi(x) =x prox € (-1,1) .

Cvi€eni 8.2 Urcete Fourierovy fady funkei fi(z) a fo(x) na intervalu (—1,1) .

Poznamka 8.6 Réenim ,rozvedme funkci f(z) definovanou na intervalu (0,/) v sinovou
Fourierovu fadu“ rozumime to, 7e funkci f(z) nejprve rozsifime ,lichym zptusobem“ na
interval (—(,[) a pak spoc¢itame jeji Fourierovy koeficienty pomoci vztahu z véty 8.3. Obdobna
poznamka plati, chceme-li funkei f(x) , definovanou na (0,[) , rozvést v kosinovou fadu.

Ptiklad 8.4 Rozvedme funkci f(z) = 2 na intervalu (0, 27) v kosinovou Fourierovu fadu.

Regeni: Mame | = 27 a pouZijeme postup popsany v Poznamce 8.6. Pak b, =0,
n=12,...a

2 872
ay = —/dex:i
2T 3
2 16
nx
a, = %/xQCos—dx:(—l)”ﬁ, n=1,2,

122



Pro x € (0,27) mame
nx

471'2 00 (_l)n
2 _
7= + 1()’1%;1 5 08 . (8.13)

Vztah (8.13) pouzijeme k urceni sou¢tu dvou ¢éiselnych fad.

1. Dosadime do (8.13) x = 0 a po tipravé dostaneme:
oo
_:Z —1—?4_?_@_'_...

2. Dosadime-li do (8.13) z = 27, je cos "2% = cos nw = (—1)" a po upravé dostavame

8.7 Fazovy tvar Fourierovy rady

V nékterych aplikacich je vyhodné vyjadfit n-ty ¢len Fourierovy fady (8.4) ve tvaru, ktery
obsahuje pouze jednu goniometrickou funkci, tj. bud ve tvaru

@y, COS nre + b, sin e _ h,, cos (w + gon) , (8.14)
l l l
nebo ve tvaru - S S
@n COS —— —|— b, sin —— = sin (T + T/Jn) , (8.15)

Veli¢iny ¢y, resp. ¢, se nazyvaji fazemi a veli¢iny h,,, resp. g, amplitudami. Ukazeme
nyni, jak lze tyto veli¢iny vypocitat pomoci Fourierovych koeficientu a,, , b, .

Nejprve se budeme vénovat vztahu (8.15). Pravou stranu tohoto vztahu upravime pomoci
sou¢tového vzorce (2.4) a dostaneme pron > 1 :

nmx nmx nmx
gy Sin (T + wn) = g, sin 7 cos Vo, + g, COS - sin v, .

Porovnanim koeficientt u funkei

nmx . nmx
cos—— a  sin—,

[ [

na levé a pravé strané vztahu (8.15) dostaneme rovnice

a, = gnpsiny, , (8.16)
b, = gpcost,,n=12,.... (8.17)

Po umocnéni obou rovnic a jejich secteni pak po snadné tpravé dostaneme

Ggn = /a2 + b2 . (8.18)
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Po dosazeni takto vypocitané amplitudy g, do rovnic (8.16) a (8.17) dostaneme rovnice pro
urceni faze v, :
sin ¢, = In A cos Up = bn : (8.19)
n gTL
Témito rovnicemi je faze 1, pro vSechna n > 1 jednoznac¢né urcena. Nakonec zvolime jesté
go a Yy tak, aby

go sin ’QZ}O = % . (820)

Cviceni 8.3 Odvodte z rovnice (8.14) nasledujici vztahy pron > 1 :

hy = 1Ja2 + b2 (8.21)

a
_bn Qn,
singp, = ———= A CO0Sp, = —F——. (8.22)
a2 + b2 a2 + b2
Pro n = 0 volime hy a ¢q tak, aby
a
ho cos g = 50 .
Fazovy tvar Fourierovy fady (8.4) mé pak tvar
> . (NTT
f(@) =3 gusin (== +n) (8.23)
n=0
resp.
f(z) = Z h,, cos (# + gon) , (8.24)
n=0

kde veli¢iny gy, ¥n, hn, @, jsou uréeny pomoci vztahu (8.18) - (8.22).

Piiklad 8.5 Napisme sinovy i kosinovy fazovy tvar Fourierovy fady funkce sgn x z prikladu
8.2

Regeni: Vime, ze
4 X sin(2k + 1)z
e e

k=0
tzn.,ze
4 1
bok+1 = T bokso =0, k=0,1,...,

a, = 0, n=0,1,2,.... (8.25)
Pak 11

hog+1 = /b3y = Tl hok4o =0 .
7 rovnic

cospopr1 =0 A singgy = —1
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dostavame
3T
Poh+1 = 7 )

takze hledany kosinovy tvar Fourierovy rady je

4 & cos((2k +1) + 25)

sgnx:;z

prrd 2k +1
Obdobné
401 0
Jok+1 = okl 9ok+2 = U,
a z rovnic
cosSthopyr =1 A sinthyy =0
plyne, ze

Yopy1 =0
Tento vysledek jsme nemuseli pocitat pomoci vztahu (8.18) a (8.19), nebot Fourierova
fada pro funkci sgnx , x € (—m, ) ma jiz fazovy tvar (8.23).
Priklad 8.6 Prevedme Fourierovu radu

1 1 . 2 & cos2kx
f(x):;+§smx——z4k2_1

T k=1

na fazovy tvar (8.23) a (8.24). Ukazte sami, Ze se jednd o Fourierovu fadu funkce

sinz pro z € (0,7)
flz) =
0 pro z € (m,2m) .
Reseni: Mame
2 2 1
Qo T ) azf T4k2 — 1 ) a2k+1 ) )

1
bl:i’ b, =0 pron=2,3,....

Pak
glzx/a?+b%:m:%
a
siny; =0 A cosyr=1 = ¢ =0.
Daéle
g2k=\/a%k+b§k:%ﬁ, g1 =0, k=1,2,...
a

3
sintgp = —1 A costhgy, =0 = @b%:?ﬂ,k:l,l....
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Nakonec v rovnosti

X 1
go - sin dhy = —
s
volime
2 T
go=—— a tYPop=—.
s 6
Fazovy tvar (sinovy) nasi fady mé tvar
i) 2 . 77r+1 _ +2§:sin(2kx+3§)
r)=——s8in— + —sinz +— ) —————=~
T 6 2 i 4k -1

Sami spocitejte, ze kosinovy fazovy tvar nasi fady ma tvar

2 T 1 T 2 X cos2kx
f(l‘)—;COSE+§COS(l'—§)—;]§m

8.8 Komplexni tvar Fourierovy rady

Jestlize ve Fourierové fadé (8.4) vyjadiime goniometrické funkce pomoci Eulerovych vzorca
(2.16) dostavame

ag T e T e T — e T
fz) = —+Z<an—+bn—. >:

2 & 2 2
X (n —iby jnme G+ iby nme
_ % T;(a 21 a 21 . )
Polozme
coz%, cn:an_Tibn a c_n:%ibn, pron=1,2,.... (8.26)

Dosadime-li do (8.26) za Fourierovy koeficienty jejich vyjadieni z (8.6) a (8.7) dostavame

2l 2l
ap —1ib, 1 nrx . . nmx
cn_T_QlL/f(x)cos 7 dz 10/f(x)s1n 7 dx] .

Po upravé pak mame

cn:—/f(x)e’inlﬂdx pron=20,1,2....
1 - nme
c,n:—/f(x)e‘ rdx pron=1,2....
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Dostavame Fourierovu fadu v tzv. komplexnim tvaru

S et (8.27)

n=—oo

a pro koeficienty plati

Cn = — / f(z)e T dz  pro viechnan € Z . (8.28)

8.9 Parsevalova rovnost

Vyjdéme opét ze vztahu (8.4), tj

:?0 i(ancos + by, sm@)

a ob¢ strany této rovnosti vynasobme funkef 7 f(x). Dostaneme

1 ap 1 e 1 nwx . nmx
7f2(x):§07f(x)+;(anff(x)c T+b f()smT)

Nyni integrujeme obé strany této rovnice na intervalu (0, 2[), kde na pravé strané integrujeme
fadu ¢len po €lenu a s vyuzitim vztahu (8.6) a (8.7) dostaneme

21

1 2 00

7/f?(gc) dz = % + 3 (a2 +82). (8.29)
0 n=1

Vztah (8.29) se nazyva Parsevalova rovnost. Tato rovnost nam ¥fikd, Ze fada na pravé
strané je konvergentni a jejim souctem je ¢islo na levé strané.

Parsevalova rovnost nam umoznuje ziskat soucty mnoha nekonecnych tad, jak uvidime
z nasledujicich prikladu.

Priklad 8.7 Jak vime z piikladu (8.2) je pro x € (—m, )

4 X sin(2k + 1)z
=)

k=0
Protoze .
1 , 1
—/(sgnx) de=—-2r=2,
mJ T
pouzitim vztahu (8.29) dostavame, ze
o0 1 7.‘.2



Cviceni 8.4 Necht je f(z) = x pro x € (0,27) , f(0) = f(2r) = 7 . Ukazte, Ze pro
z € (0,2m) je

o -

sin nx

1‘277'—22 .
n

n=1

Pomoci tohoto vysledku a Parsevalovy rovnosti (8.29) ukazte, 7e

8.10 Fourierova metoda pro rovnici diftize

V tomto paragrafu ukazeme pouziti Fourierovych rad pti feSeni parcialnich diferencidlnich
rovnic (PDR).

8.10.1 Uvod
V tomto oddile se nau¢ime analyticky tesit PDR tvaru
ot 022

pro z € (0,1) at € (0,T) (kde T je libovolné velké). Reseni u(z,t) rovnice (8.30) hleddme
na obdélniku

(8.30)

G =(0,1) x(0,T) (8.31)
a pozadujeme, aby spliiovalo poc¢atec¢ni podminku
u(z,0) =g(z), =z€/{(0,1), (8.32)
a okrajovou podminku
uw(0,t) = hy(t), u(l,t)=he(t), t€(0,T). (8.33)

Poznamka 8.7 ProtoZe rovnice (8.30) neobsahuje zdrojovy ¢len f(u) , v reaktoru neprobiha
zadnéa reakce. Probihaji v ném pouze diftzni déje, proto nazyvame rovnici (8.30) rovnici
diftze, resp. rovnici pro vedeni tepla .

Definice 8.3 Necht funkce g(x) je spojita na intervalu (0,0) a hi(t) , he(t) jsou spojité na
(0,T) a spliji tzv. podminky kompatibility

h1(0) = g(0) , ha(0) = g(l) - (8.34)

Resenim smiSené tilohy (8.30) - (8.33) rozumime kazdou funkci u(z,t) , ktera je spojita
na G , a ma uvniti G spojité parcidlni derivace % , % a spliiuje uvniti G rovnici (8.30) a
na hranici G podminky (8.32) a (8.33).

Poznamka 8.8 SmiSena tloha ma feseni i za obecnéjSich podminek, nap¥. pro po ¢astech
spojitou poc¢ateéni podminkou g¢(z). AvSak tyto problémy jsou z matematického hlediska
velmi obtizné a nelze se zde s nimi zabyvat.
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Priiklad 8.8 Funkce
u(z,t) = e *sinz

je resenim smiSené ulohy

ou 0%u

5_4@ na G = (0,7) x (0, T)
u(z,0) =sinz, z € (0,7)

u(0,t) = u(m,1) =0, t€(0,T).

Skutecné po vycisleni derivaci

o _
or

ou 0%u
—4e *sin 2 — =e Ycosz — = —e Ysinz
T 02 T 022
a dosazeni zjistime, ze PDR je splnéna. VSechny derivace jsou spojité dokonce v celé roviné
z, t a funkce u(z,t) = e *sin z spliiuje jak po¢atecni, tak okrajové podminky jak se lze
lehce presvédcit.

8.10.2 Véta o maximu pro rovnici diftize

Véta 8.4 Budiz u(z,t) feSenim talohy (8.30) - (8.33), viz Definice 8.3.
Ozna¢me

max u(z,t) =M, min u(z,t) =m,
(z,t) € H(G) (z,t) € H(G)
t#T t#T
kde jsme symbolem #(G) oznacili hranici mnoziny G .
Pak plati
m < u(z,t) <M (8.35)

pro vSechny body (z,t) € G .

Fyzikalné chemicky vyznam véty o maximu je tento: Jestlize v trubkovém reaktoru
nepiesdhne ani poc¢atecni koncentrace latky zadand funkei g(2) , ani koncentrace na koncich
reaktoru zadana funkcemi hq(t) , ho(t) hodnotu M , pak ani uvniti reaktoru nepresdhne
koncentrace hodnotu M . Analogicky, divime-li se na (8.30) jako na rovnici vedeni tepla,
maximalni teploty je dosazeno bud’ v ¢ase ¢ = 0 nebo na okraji. Podobna tivaha plati i pro
minimum m .

Pomoci véty 8.4 lze dokazat nasledujici vétu:

Véta 8.5 (Véta o jednoznacnosti.) SmiSenad uloha (8.30) - (8.33) ma nejvySe jedno
feSeni ve smyslu definice 8.3.

Dukaz: Predpoklddejme, ze tiloha (8.30) - (8.33) ma dvé ruzna FeSeni uy(z,t) a ua(z,t) .
Pak funkce
u(z,t) = ui(z,t) — us(z,t) (8.36)
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spliiuje na G rovnici (8.30). (Presvédéime se snadno dosazenim.) Dale funkce u(z,t) spliwje
nulovou pocateéni podminku, nebot

u(2,0) = u1(z,0) = u2(2,0) = g(2) — g(2) = 0

a podobné i nulové okrajové podminky.
Podle véty 8.4 je M = m = 0 a tudiz plati

0<u(zt)<0 naQG,
.
u(z,t) =0,

coz podle (8.36) znamend, Ze uq(z,t) = uy(z,t) na G . Tento spor s predpokladem dokazuje
vétu 8.5.

Zcela analogicky se pomoci véty 8.1 dokdze véta o spojité zavislosti reSeni tlohy
(8.30) - (8.33) na pocatecénich a okrajovych podminkach.

Véta 8.6 Necht funkce u;(z,t) je FeSenim smiSené tlohy (8.30) - (8.33) a funkce us(z,t) je
feSenim smisSené ulohy s pocatec¢ni podminkou

us(2,0) = g(2) , z €(0,1)

w(0,t) = hi(t) , u(l,t) = hao(t) , t € (0,T) .
Necht na intervalu (0, ) plati
9(2) —g(z)| < e
a na intervalu (0,7) plati

() = ()] < €, ha(t) — ha(t)] e .

Pak vsude v G plati
luy (2, t) — ua(2,t)| <e.

Tzn. lisi-li se ,,malo“ pocatecni a okrajové podminky, lisi se ,malo“ i ptislusna reseni.

8.10.3 Fourierova metoda

Hledejme teSeni smisené tilohy

2
% _ D% (8.37)
u(z,0) =g(z), z € (0,1) (8.38)
u(0,t) = u(l,t) =0, t € (0,00) . (8.39)

Okrajové podminky tohoto tvaru nazyvime homogenni okrajové podminky.
Poznamka 8.9 Je-li i g(z) = 0 pro vSechna z € (0,l) , pak jedinym FeSenim smiSené

tlohy (8.37) - (8.39) je nulové feSeni u(z,t) = 0 pro (z,t) € (0,1) x (0,00 . Proto v dalsim
predpokladdme nenulovou pocateé¢ni podminku.
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Fourierovu metodu lze pouzit pouze pro tlohy s homogennimi okrajovymi pod-
minkami.
Hlavni mys$lenka Fourierovy metody spoc¢iva v tom, ze feSeni u(z,t) hleddme ve tvaru

u(z,t) = F(z)- H(t), (8.40)

tj. funkci u rozlozime na soucin dvou funkci, z nichz kazdéa je funkci jen jedné proménné.
Neznamé funkce F'(z) a H(t) se snazime ur¢it dosazenim do (8.37). Po vy¢isleni derivaci

ou , 0%u "
azF(z)-H(t) a @:F (z) - H(t)
a po dosazeni do (8.37) dostavame rovnici

F(2)H'(t) = DF"(2)H(t) .

Po tpravé ziskame
H'(t F"(z
) = (2) . (8.41)
D - H(t) F(z)
V této rovnici zavisi funkce na levé strané pouze na proménné t a funkce na pravé strané
pouze na proménné z . Ma-li rovnost (8.41) platit pro v8echny hodnoty (z,t) z pfislusného

oboru, musi byt funkce na obou stranach konstantni, tj.

H'(1) F(2)
nebo-li
H'(t)—k DH(t) = 0, (8.43)
F'"(2) =k F(z) = 0. (8.44)

Tim jsme Feseni PDR (8.37) prevedli na feSeni dvou oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (8.43)
a (8.44).

ReSme nejprve rovnici (8.43). Je to linearni rovnice s konstantnimi koeficienty a jeji
obecné feseni méa tvar

Hy(t) = Cpe™Pt | (8.45)

v némz jsme vyznacili zavislost feSeni na zvolené konstanté k v (8.42). Konstanta C musi
byt nenulova, nebot pro Cy = 0 by Hy(t) = 0 a tudiz i u(z,t) = 0 a protoze je pocatecni
podminka g(z) v (8.38) nenulové, musi byt Cy # 0 .
7 (8.45) pak plyne, ze

H(t) # 0 pro vSechna t € (0,00) .

Pristupme k FeSeni rovnice (8.44). Z okrajovych podminek (8.39) plyne
u(0,t) = F(0)H(t) =0, u(l,t) = F(I)H(t) =0,
a protoze H(t) # 0, musi feSeni rovnice (8.44) spliiovat podminky

F(0)=F()=0. (8.46)
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Rovnice (8.44) spolu s okrajovymi podminkami (8.46) tvoii okrajovou tlohu pro oby-
¢ejnou diferencidlni rovnici. Budeme studovat, kdy méa okrajova tloha (8.44), (8.46)
redlné nenulové feSeni. To nastava pravé tehdy, je-li konstanta k v (8.42), resp. (8.44)
zvolena tak, Ze je rovna tzv. vlastnimu ¢islu této okrajové ulohy.

Urceme tato vlastni ¢isla.

1. Necht k > 0. Polozme k = a? , a > 0 . Pak obecné TeSen{ rovnice (8.44) m4 tvar
F(2) = c1e" + coe™ %% .

Nyni urc¢ime konstanty ¢; , co tak, aby byly splnény okrajové podminky (8.46). To
vede na soustavu dvou linedrnich rovnic pro neznamé c; , ¢, tvaru

(4] + =0

cre? + e = 0.

Tato soustava ma pouze trividlni feSeni ¢; = ¢o = 0. To znamend, ze v tomto piipadé

nema okrajova tiloha nenulové feSeni, tudiz vlastni ¢isla nasi okrajové lohy nemohou
byt kladna.

2. Necht k& = 0. Zcela analogicky se dokaze, ze ¢islo 0 neni vlastnim c¢islem okrajové
tlohy (8.44), (8.46).

3. Budiz k < 0, polozme k = —b%>, b> 0.
Pak redlné obecné feSeni rovnice (8.44) ma tvar

F(z) = cicosbz + cosinbz . (8.47)
Dosazenim do okrajovych podminek (8.46) dostavame pro ¢; a ¢y soustavu

61:0

c1cosbl + cosinbl =

Tato soustava ma netrivialni (nenulové) feSeni pravé tehdy, kdyz

sinbl = 0

COZ znamena, ze
bl=nmt,neN

neboli -

b=—

[
a tudiz 5 s
n°m
k, = — 2 ,n=12 ... (8.48)

jsou vlastni cisla nasi okrajové tlohy.
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Pro kazdé n € N dostavdme FeSeni rovnice (8.37) ve tvaru

n?n2 nm
un(z,t) =e 2 ! gin R (8.49)
Funkce u,(z,t) vyhovuje okrajovym podminkidm (8.39) a samoziejmé splhuji rovnici
(8.37). Nevyhovuji vSak obecné poc¢ateéni podmince (8.38).
Snadno se presvédéime, ze kazdd linearni kombinace funkei (8.49), tj. funkce

N N n ™ D nm
)= baun(z,t) = bye” 7 '-sin T (8.50)

kde b, € R , n = 1,2,. jsou koeﬁcienty lineérni kombinace splﬁuje rovnici (8.37) a

TR TEY

u(z,t) =Y bpun(z,t) = > boe” "7 L sin nl—ﬂz , (8.51)
n=1 n=1

ktera pri vhodné volbé koeficientu b,, definuje spojitou funkci proménnych z , ¢

Za predpokladu, ze lze fadu (8.51) derivovat ¢len po ¢lenu podle proménnych z , ¢ (kazdy
¢len této fady spliiuje rovnici (8.37) a okrajové podminky (8.39)), zjistime, ze funkce u(z,t)
definovand touto fadou splhuje téz (8.37) a (8.39). Zbyva zajistit, aby u(z,t) spliovala i
pocateéni podminku (8.38), kterd ma pro funkci u(z,t) definovanou fadou (8.51) tvar

=> bysin nTWZ =g(z2) . (8.52)
n=1
7Z (8.52) vidime, 7e pocatecéni podminka (8.38) bude funkei (8.51) splnéna praveé tehdy, jestlize
¢isla b, , n=1,2,... budou rovna Fourierovym koeficientim funkce g(z) (viz oddil 8.4):
5 |
=7 / sin —z dz . (8.53)
0

Timto jsou v fadé (8.51) uréeny vSechny veli¢iny, dale se da dokazat, ze Fada (8.51) je
za dodatenych podminek na funkci ¢(z) feSenim smiSené tlohy (8.37) - (8.39) ve smyslu
Definice 8.1.

Poznamka 8.10 Konstrukei fady (8.51) jsme jednak dokazali existenci FeSeni nasi smiSené
tlohy (8.37) - (8.39). Vzhledem k vété 8.3 (vété o jednoznacnosti) je toto Feseni jediné. Vztah
(8.51) je uzite¢ny i v aplikacich p¥i numerickych vypoctech.

Vzorec (8.51) jsme odvodili za dosti silnych predpokladu na funkei g(2) , hi(t) , ho(t) ,
viz Definice 8.1. Casto se v3ak napi. stava, ze poCatecni a okrajové podminky na sebe
nenavazuji (tj. nejsou splnény podminky kompatibility), popf. poc¢ateéni podminka ¢(z) je
pouze po c¢astech spojita funkce apod. viz Priklad 8.10. I takto zadané lohy je mozno tesit
Fourierovou metodou, vysledkem ovSem neni feSeni ve smyslu Definice 8.1, nybrz funkce,
ktera spliuje vSechny vlastnosti feSeni kromeé spojitosti na hranici prislusné oblasti. Takovato
FeSeni se nazyvaji zobecnéna feseni.
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8.10.4 Piiklady

Pouziti Fourierovy metody budeme ilustrovat nasledujicimi priklady.

Priklad 8.9 Re$me smiSenou tlohu

ou  0%u

ot 022
u(0,t) = u(l,t) =0,

z pro 0<z <
u(z0)=g(x) =1 |
- pro Z

N |~

IN
IN

L
2
Reseni: Vlastni ¢isla nasi okrajové tilohy jsou

n?m?

2
a koeficienty b, v fadé (8.51) jsou v tomto ptipadé dany vztahem

o = —

l/jsm—zdz +/ sm—zdz].
Vypoctem ziskdme
ka = 0, k:1,2,
4] (—1)’“
b k=0,1,2
2k+1 (2k+1) ) 5 Ly “y

Pak feseni dané fadou (8.51) ma tvar

u(z,t) sin

WZZ 2k+1) l l

41 2 (—1)k (2k+}2)27r2t . (2k+ )m

Priklad 8.10 Hledejme ¢asovy priubéh koncentrace rozpusténé latky ve sloupci o délce [ =
1, jestlize na zacatku déje, tj. v case t = 0 , je sloupec do poloviny naplnén roztokem
o koncentraci ¢y > 0 a v druhé poloviné sloupce je cisté rozpoustédlo. Na obou koncich

sloupce budeme udrzovat nulovou koncentraci dané latky.

Reseni: Necht z je vzdalenost od jednoho konce sloupce, D diftizni koeficient rozpusténé
latky a c(z,t) koncentrace rozpusténé latky. Pak matematickym modelem tohoto diftizniho

systému je nasledujici smisena tloha

dc 0*c
ot 922
c(0,1) c(l,t) =0, (8.54)
co pro z €(0,1)
o(2,0) = g(2) = {
0 pro z €(4,1).
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C1IZ,I 1

Co

Obrazek 8.2:

Pocatecni rozlozeni koncentrace podél sloupce je znazornéno na obr. 8.2

Toto je pripad, kdy pocatecni a okrajové podminky nejsou kompatibilni a pocatecni
podminka je nespojitéa.

Resime-li ilohu Fourierovou metodou, dostdvame

a) Vlastni ¢isla jsou k, = n’7%, n=1,2,...

b) Fourierovy koeficienty pocateéni podminky jsou

1 %? pro n=2k-—1
2
b, = 2c¢y /sinmrxdx = ﬁ(l — cosn—ﬂ) =< do pro n=4k—-2
nm 2 nr
0 0 pro n=4k.
Pak dostavame
c(z,t) = 2 i 1 e~ (h=’mDtgin 9k — 1)1z +
T o2k —1
deg & 1
+ % > e T sin 4k — 2)rz (8.55)

=
Il
—_

Pro vétsi hodnoty casu Ize toto feSeni velmi dobie aproximovat funkci

c(z,t) = @e’Dwzt sinmz
i

viz obr. 8.2.

Z tvaru feSeni (8.55) je vidét, ze hodnota koncentrace v bodé z = 0 se skokem méni
z hodnoty ¢ na nulovou hodnotu, coz zfejmé neodpovida realité. SmiSena aloha (8.54) neni
tedy prilis dobrym matematickym modelem naSeho realného difazniho systému.

V nasledujicim prikladé uvazujeme neprostupnost obou konct sloupce pro rozpusténou
latku. V (8.54) tedy nahradime homogenni Dirichletovy podminky Neumanovymi homogen-
nimi podminkami.
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Piiklad 8.11 Refme tedy smiSenou tilohu

de 0?c

5% = Dos (8.56)
oc(0,t)  oc(l,t)
5o = g =0, (8.57)

{ co pro z €{0,%) (8.58)

Iy .

N~

0 pro z €

Okrajové podminky (8.57) nyni znamenaji, Ze oba konce sloupce jsou pro rozpusténou di-
fundujici latku neprostupné.
Hledejme feseni opét ve tvaru

c(z,t) = F(2) H(t) .

Pro funkce F'(z) a H(t) dostaneme rovnice (8.43) a (8.44) a funkce H(t) je dina vztahem
(8.45).
Okrajové podminky pro rovnici (8.44) budou mit v tomto pfipadé jiny tvar. Protoze

pak podminky (8.57) maji tvar
F'(0)H(t)=F'(I)H(t)=0
a protoze H(t) # 0, dostavame okrajové podminky pro rovnici (8.44) ve tvaru
F'0)=F'()=0. (8.59)
Pfipomenme, Ze rovnice (8.44) ma tvar
F"(z) —kF(2)=0. (8.60)
Nyni postupujeme analogicky jako v odstavci 8.10.3.
1. Necht k > 0. Polozme k = a? , a > 0 . Pak obecné TeSen{ rovnice (8.44) m4 tvar
F(2) = c1e” 4+ cpe "% .

a pak
F'(z) =ciae — cpae™
a po dosazeni okrajovych podminek (8.59) dostavame pro neznamé c; , ¢, soustavu

ca + ca = 0

al —al __
coae”™ — coae = 0,

kterd ma pouze trivialni feseni ¢; = ¢, = 0 . Tedy pro £ > 0 nema nase okrajova tloha
nenulové reseni.
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2. Necht k = 0. Pak rovnice (8.44) m4 tvar

F//(z) -0

Y
a jeji obecné Teseni je
F(z)=c1z + ¢ .

Pak
F,(Z) =C .

Dosazenim do podminek (8.59) dostéavame
C1 = 0

a ¢y je libovolné. Tudiz v piipadé k = 0 je F(z) = cp a H(t) = % = 1, viz (8.45),
takze
c(z,t) = ¢y .

Tato konstantni funkce vyhovuje zfejmé rovnici (8.56) a okrajovym podminkam (8.57).
Tedy ¢islo k = 0 je vlastnim ¢islem okrajové tilohy (8.44), (8.59).

3. Necht k < 0. Polozme k = —b*>, b > 0.
V tomto pfipadé méa obecné feSeni rovnice (8.44) tvar (8.47), tj.

F(z) = c¢icosbz + cosinbz .
Pak
F'(z) = —c1 b sinbz + ¢ob cosbz .
Dosazenim do okrajovych podminek (8.59) dostavame pro ¢; a ¢y soustavu
Clb = 0
—c1bsinbl +cybcosbl = 0.
Tato soustava ma netrividlni feseni, jestlize

nw n2m?

Slnbl:0:>b:T:>kn:_ 2

n=12,...

viz vztah (8.48).

Vzhledem k tomu, 7e k = 0, je rovnéz vlastnim ¢islem okrajové alohy (8.44), (8.59),
jsou

n?m?
ko= = n=0,1,2,... (8.61)
vlastni ¢isla nasi tlohy.
Pak funkce ¢(z,t) definovana radou
o 2.2
c(z,t) = % + Y ane” 2 ! cos nTWZ , (8.62)
n=1
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kde ¢isla a,, jsou Fourierovymi koeficienty poc¢ateéni podminky g(z) , tj.

g(z)dz

~| N

S O~ _

an =

2
7 g(z)cosnTﬂzdz, n=12....

Specidlné pro pocateéni podminku (8.58) dostavame

2 co
apg = 70/00(12 270'5200,

2cg . nmw
a, = /cocos—zdz =—sin—, n=12,...,
1 nmw 2

tj.

a9 — 0, k:1,2,

— (-1 k=0,1,2,....
A2k+1 (2]€—|—1)7T( ) ) ) Ly 4y
Pak TeSeni (8.62) ma tvar
> _(2k41)°x? 2k +1
c(z,1) 50 70 Z o T g #z : (8.63)

Rozeberme chovani feSeni (8.63) v obou krajnich bodech z = 0 a z = [ v zavislosti na ¢ase.

Polozme
_ (2k+1)*2*D

12
Mame tedy
co , 2c0 & (D"
0,t)=—+—)Y K 8.64
(0, %) 2+7rk:02k+le ( )

Oznacéime-li

muzeme psat
c
c(0,t) = B +d(t) . (8.65)
Je
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bot 3 CD" 7 iy piiklad 8.2, taks
neno = — , VI1Z Pprikla . aKze
Zok+1 40P !

0(0,0):%4—%:00.
Dale Ize dokézat, Ze lim d(t) = 0 (protoze Jim el=4t) = 0) | a proto
' _“Q
Jim c(0,t) = 5 - (8.66)

Casovy priubéh funkce ¢(0,) je zndzornén na obr. 8.3a. podobné pro c(/,t) mame

C‘p,l 1 C1¥4,t 1

Co \
Co Co

Obrazek 8.3:

(—Apt) (2k + 1)m

Z cos ﬁl ,

c(l,t) = &

Co
™

w|o

.
c(l,t) = % —d() (8.67)
a ¢asovy prubéh funkce ¢(l,t) je ne obr. 8.3b.

Jesté zjistime ¢asovy prubéh koncentrace uprostied vélce, tj. prubéh funkce c(%, t) .
Je

[ Co 200 ol (—1)k | (Qk + 1)71' l Co
=240 (—Agt) | = N
ST BT T 2T
nebot cos (%H) = 0 pro vSechna k . Tedy uprostied sloupce je koncentrace stale kon-
stantni a rovna S, coZ je ziejmé dobra shoda s fyzikalni realitou.
Nakonec (1)t (2 )
co  2¢0 X (—1 2k+1)m
0) =— 8.68
(2,0) I T A B (8.68)

a prava strana (8.68) je Fourierova fada funkce g(z) zadané pocateéni podminkou (8.58),
graf g(z) je na obr. 8.2 pro [ = 1. Podle véty 8.1 vime, Ze soucet této Fourierovy fady se
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v kazdém bodé z kromé bodu nespojitosti z = £ rovna funkén{ hodnoté g(z) . V bodé z = L
plati
dgzg@ﬁ+ﬂ%ﬁzw+0:@‘
2 2 2 2
Vse je znazornéno na obr. 8.4.
Funkce u(z) = ¢ je staciondrnim feSenim rovnice (8.56) s okrajovymi podminkami (8.57)

C1IZ,I 1

Obrazek 8.4:

a pro feSeni c(z,t) v (8.63) plati
. c
lim c(z,t) = —
t—-+o00 2
tzn., ze koncentracni profily Feseni (8.63) konverguji ke koncentra¢nim profilum stacionarniho
feSeni ug(z) = 2 .
To plné odpovida fyzikalni realité naseho diftizniho systému. Rozpusténa latka postupné

difunduje do celého sloupce a vyplni jej s koncentraci ¢ .

8.10.5 Modifikovana Fourierova metoda

V tomto odstavci ukdzeme,jak 1ze feSit obecnéjsi rovnici nez je (8.30), a to rovnici

ou 0%u

— =D— + h(z,t 8.69

=D +h(0), (5.69)
s pocatecni podminkou

u(z,0) = g(2) , = € (0,1) (8.70)

a homogennimi okrajovymi podminkami
u(0,t) =u(l,t) =0, t € (0,00 . (8.71)

Princip modifikované Fourierovy metody spociva v nasledujicim:
Reseni u(z,t) rozvineme vzhledem k proménné z € (0,1) v sinovou Fourierovu fadu (pro-
ménnou ¢ chdpeme jako parametr)

Wﬁ:Zm@m?@ (8.72)
n=1
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s koeficienty b, (t) zavisejicimi na case ¢ .
Rovnéz funkei h(z,t) rozvineme v sinovou Fourierovu fadu vzhledem k proménné z

Z P s1n l (8.73)

kde koeficienty h,(t) jsou urceny vztahy

[\

I
7/ z,t) sm : (8.74)
0

tedy jsou znamé.
Za predpokladu, ze fadu (8.72) muzeme derivovat ¢len po ¢lenu, dostavame

nm

a o0
8_1; = T;b;(t) sin T

a
0%u &,
@ —l—ngn b (t) SIHTZ

Po dosazeni téchto vyrazu a fady (8.73) do rovnice (8.69) dostaneme po tipravé

ij;l [b1,(¢) + "Q?#bn(t) — hy(1)] sin ?z ~0. (8.75)

Aby byla rovnost (8.75) splnéna pro vSechna z € (0,1) , musi byt

n?m2D

b () + " ba(t) = h(t) (8.76)

pro vsechnan=1,2,... .

Pro kazdé n € N je (8.76) linedrni nehomogenni diferencidlni rovnici 1. ¥adu, kterou
umime Fesit (napf. metodou variace konstanty).

Z pocétecnich podminky (8.70) a ze vztahu (8.72) plyne

oo

u(z, Z ) sin Tﬂz

tudiz ¢isla b, (0) jsou Fourierovy koeficienty funkce g(z) ,

le

I
/ sin —z dz . (8.77)
0

Vztah (8.77) zadava pocateéni podminky pro rovnice (8.76). VyfeSenim rovnic (8.76) dosta-
neme koeficienty b,(¢) v (8.72) a tim i feSeni u(z,t) tlohy (8.69) - (8.71).
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Priklad 8.12 Re$me tlohu

ou Pu

% 02 +sinz, (8.78)
u(z,0) = g(z) =0, z€ (0,7, (8.79)
u(0,1) u(m,t) = 0, te€(0,00). (8.80)

Reseni: Zde funkce h(z,t) = sin 2 nezavisi na ¢ase t a (8.73) m4 tvar
o0
sinz =Y hy(t)sinnz,
n=1

takze

Rovnice (8.76) pro n = 1 ma tvar
V(1) +bi(t) =1 (8.81)

apron > 2
B () + ba(t) = 0. (8.82)

Fourierovy koeficienty funkce g(z) = 0 jsou v8echny nulové, tj.
b,(0) =0 pron=1,2,.... (8.83)

Regenim homogenni rovnice (8.82) vzhledem k nulové po¢dteéni podmince (8.83) jsou pouze
nulové funkce
bu(t) =0 pro n=2,3,... .

Reseni nehomogenni rovnice (8.81) s pocateéni podminkou b;(0) = 0 ma tvar
bl(t) =1- e_t .

(Spocitejte sami!)
Dosadte nyni do (8.72). Tim dostavame feSeni nasi tlohy ve tvaru

u(z,t) = (1 —e ")sinz. (8.84)

Cviceni 8.5 Presvédcte se, 7e (8.84) spliiuje (8.78) - (8.80). Nakreslete koncentra¢ni profily
prot =0, t=1,t=2.Ke grafu které funkce konverguji tyto koncentra¢ni profily
pro t — oo 7 Je tato funkce staciondrnim feSenim rovnice (8.78) s okrajovymi podminkami

(8.80)?
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8.10.6 Pripad obecnych okrajovych podminek

V odstavcich (8.10.3) az (8.10.5) jsme smiSenou tlohu fesili pfi homogennich (tj. nulovych)
okrajovych podminkach. V tomto odstavci ukdzeme, jak postupovat pii jinych okrajovych
podminkach.

Méjme tedy smiSenou tlohu

ou 0%u

5 = Do +hiz), (8.85)
u(z,0) = g(z), 2€(0,1), (8.86)
uw(0,t) = hi(t), u(l,t) = ha(t), t € (0,00). (8.87)

Zavedeme pomocnou funkci

v(z,t) = ulz, t) — h(t) — %(hg(t) — (1)) . (8.88)
Pak plati

ov ou , z,, ,

% o hi(t) — 7(h2(t) hi(t))

o' _ o

022 022

0(0,t) = hi(t) —hi(t) = 0,
v(l,t) = ha(t) — hy(t) — (ha(t) — i(t)) = 0.

Pak je funkce v(z,t) FeSenim smiSené tlohy

ov ov?

5 = Dﬁ + h(z,t) — hi(t) — 7(h’2(t) —hi(t)), (8.89)
0(z0) = g(z) = h(0) = 7 (ha(0) = ha(0), (8.90)
v(0,t) = w(l,t) =0, (8.91)

tedy tlohy s homogennimi okrajovymi podminkami.
Ulohu (8.89) - (8.91) umime fesit modifikovanou Fourierovou metodou z odstavce 8.10.5.
Ziskdme funkci v(z,t) a hledané feSeni u(z,t) puvodni tilohy s obecnymi okrajovymi
podminkami dostaneme pomoci vztahu (8.88):

u(z,t) = v(z,t) + hy(t) + %(hg(t) () .

Tim je pripad téchto okrajovych podminek roziresen.
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Dodatek A

Nastin teorie distribuci

V poznamce 3.1 v paragrafu 3.1 jsme pii zavedeni §—funkce fekli, ze nejde o ,skuteénou
funkci®, nybrz jisty symbolicky aparat, ktery je vyhodné pouzivat.
Na tomto misté kratce nastinime matematickou podstatu véci.

A.1 Pojem funkcionalu

Funkcional je zobrazeni z dané mnoziny funkci do mnoziny c¢isel, bud realnych nebo kom-
plexnich. Oznacime-li uvazovanou mnozinu funkci napt. pismenem M, pak zobrazeni

T:M— R (resp.C)

je funkcional. Je-li mnozina M linearni prostor a zobrazeni T je linearni, pak rikame, ze T
je linearni funkcional.

Priiklad 1 S linedrnimi funkciondly jsme se setkali jiz nékolikrat. Naptiklad, zvolime-li za M
prostor spojitych funkei na intervalu (a, b), tj. M = C'({a, b)), pak zobrazeni T : C'({a, b)) —
R dané vztahem

b
T(p) = [ pla)de
(tj. kazdé funkci spojité na (a,b) piitadime ¢slo [’ o(z)dz) je linedrni funkcional.
Piiklad 2 Vyberme pevné ¢y € R a definujme zobrazeni

EO(QO) = @(tﬂ)v (Al)

tj. kazdé funkci ¢(t) pfifadime ¢islo a to funkéni hodnotu této funkce v bodé . Ukazeme,
7e toto zobrazeni je linearni. Pro ki, ks € R je

Ty (krpr + kapa) = k11 (to) + kawpa(to) = ki Tiy (¢1) + k2T (02),

coz ukazuje, ze T}, je linedrni zobrazeni.
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A.2 Prostor funkci D

Ozna¢me pismenem D mnozinu funkci definovanych na R, majici derivace vSech radu. Dale
necht kazda funkce z D je nulova vné néjakého konecného intervalu, ktery zavisi na dané
funkci. Mnozina D je linedrnim prostorem.

Definice 1 Spojity linearni funkciondl na prostoru D nazyvame distribuci (nebo také zo-
becnénou funkci).

Poznamka 1 Hodnotu distribuce 7" na funkci ¢ € D budeme misto 7'(¢) znacit symbolem

(T, ).

A.3 Regularni distribuce

Necht f je po ¢astech spojitd funkce. Pomoci funkce f muzeme definovat distribuci 7y : D —
R vztahem

(Tpo) = [ FWp(t)at. (A-2)

Integral na pravé strané vzdy konverguje, nebof kazda funkce ¢ € D je rovna nule vné
néjakého konecného intervalu. Ovéfeni linearity lze ponechat ¢tenafi jako snadné cviceni.

Pomoci vztahu (A.2) muZeme kaZzdou funkci f(¢) v jistém smyslu ztotoZnit
s distribuci T7.

A.4 Singularni distribuce

Prirozené vznika otazka, zda lze kazdou distribuci vyjadrit pomoci néjaké funkce vztahem
(A.2). Odpovéd je zaporna. Existuji distribuce, které nelze takto vyjadiit. Takové distribuce
nazyvame singularni distribuce. Prikladem singularni distribuce je distribuce z prikladu
2. Vratme se k ni podrobnéji. Jedna se o Diracovu distribuci. Tedy Diracova distribuce
je definovana vzorcem

(0,) = ¢(0) (A.3)
a Diracova distribuce v bodé tg je definovana vzorcem
(015, ) = (to) (A.4)

V prikladu 2 jsme ukazali, Ze se jedna o linearni funkcional na prostoru D. Diracovu distribuci
nelze vyjadrit ve tvaru (A.2). Je tedy singuldrni distribuci.

Poznamka 2 (Dulezita.) S regularnimi distribucemi se z mnoha duvodu pracuje 1épe nez
se singularnimi.

Napi. pomoci grafu funkce f, kterd definuje distribuci Ty, muzeme graficky zndzoriovat
vlastnosti reguldrni distribuce 7. Proto je v aplikacich snaha singularni distribuce vyjadrit
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vztahem (A.2) pomoci néjaké ,funkce“. Takto vznikla d—funkce definovana vztahy (3.1) a
(3.2) v kapitole 3.

d—funkce §(t), resp.d—funkce §(¢t — to) odpovida Diracové distribuci 4, resp. Diracové
distribuci dy,,tj. pro ¢ € D je

o0

6.0) = [ 8t)e(t)dt = p(0),
resp. .
Gurp) = [ 80— to)p(t)dtd = (ko)

Toto jsou vztahy (3.11),(3.12) z kapitoly 3.

Poznamka 3 Podivejme se na tento problém jesté z jiné strany. Méjme posloupnost funkci
fn(t), n=1,2,..., majici limitu f(t), kterd je po ¢astech spojita, tj.
f(t) = lim fo(2). (A.5)

n— 00

Pak kazda funkce f,(t) urcuje distribuci T}, a je pfirozené ocekavat, ze pro distribuce bude
platit
lim Tf == Tf (A6)

n—oo

Zde musime ¥ici, co to znamend, kdyZ posloupnost distribuci {7},}22, konverguje k distribuci
T, tj. lim, ., T, =T:

lim T, =T <= pro kazdou ¢ € D plati lim (T o) = (T, p). (A7)

n—0o0

(Na pravé strané v (A.7) se jedna uz o posloupnost ¢isel.)

Vratme se ke vztahu (A.6). Tento vztah skuteéné plati. Ve vztahu (A.6) je kazda dis-
tribuce T, reguldrni a i jejich limita je reguldrni distribuce. MuZze vSak nastat pfipad, kdy
limita posloupnosti regularnich distribuci je singularni distribuce.

Vezméme posloupnost funkei 0, (¢) definovanych vztahem (3.3) v kapitole 3. Kazd4 z téchto
funkei urcuje reguldrni distribuci 75, :

o0

(Ts, ¢ / 5a(t)p(t)dt = / (A.8)

Pak (viz. 2.vlastnost z paragrafu (3.3) kapitoly 3) je pro kazdou ¢ € D

lim (T5,, o) = ¢(0) = (4, ), (A.9)
tudiz
A58, T, = 0.

Tedy limitou regulérnich distribuci Ty, je singularni Diracova distribuce d. Vztah (A.9) lze
napsat ve tvaru

lim (T5,, ) = (lim Ty, , ) = (4, ). (A.10)
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Volime-li ve vztahu (A.10) ¢ € D tak, Ze ¢(t) = 1 na < 0,1 >, pak vztah (A.10) je
matematicky korektnim spravnym zépisem vztahu (3.2) z kapitoly 3, ktery jak jsme tam
rekli neni z matematického hlediska spravny.

Poznamka 4 Budiz T libovolna distribuce a f(¢) néjaka funkce. Soucin funkce f(t) s dis-
tribuci T definujeme nasledovné:

Sou¢inem f(t) - T rozumime distribuci, kterd kazdé funkci ¢ € D pfifazuje ¢islo pomoci
vztahu

(f(t) - T, 0(t)) = (T, f(£)p(1))- (A11)
Specidlné, je-li T = d;,, pak ma (A.11) tvar

(F(2) - 010, 0(8)) = (01> F (D) (1)) = £ (to) o (to) = [ (t0) (915, 0},
z ¢ehoz dostavame, ze
f(t) $ Oty = f(tﬁ) + Oty -
Srovnej se vztahem (3.15) v kapitole 3.

A.5 Vicerozmérné distribuce

Distribuce definované v Definici 1 lze nazvat ,jednorozmérné distribuce® resp. distribuce
jedné proménné, nebof prostor funkci D , se sklada z funkci jedné proménné.

Nyni situace v paragrafech A.1 - A.4 zobecnime na pfipad funkci n proménnych, pficemz
pro nas bude dulezity piipad n =2 .

Definice 2 Prostor D = D(R") je mnozina funkci n—proménnych, definovanych na R" |
majici na R™ spojité parcialni derivace vSech radu. Dale pro kazdou funkci z D pozadujeme,
aby byla rovna nule vné néjaké omezené mnoziny K C R" . O takové funkci rikdme, ze je
to funkce s omezenym nosi¢em

Poznamka 5 Mnozina K C R"™ neni, prirozené, jedna a taz pro vSechny funkce ¢ € D .

Definice 3 Spojity linearni funkcional na prostoru D = D(R") , nazyvame n—rozmérnou
distribuci, resp. distribuci n—proménnych,nebo také zobecnénou funkci n—proménnych.

Pro n—rozmérné distribuce plati vSe, co bylo feceno v pripadé jednorozmérnych distribuci
v paragrafech A.3 a A.4. Proto jen stru¢né a omezime se na ptipad n =2 .

A.5.1 Regularni distribuce dvou proménnych

Necht f(z1,79) je funkce definovand na R? , kter je lokalné integrovatelnd. Pomoci funkce

f definujeme regularni distribuci
T;: D(R*) - R

vztahem

(T, 0) = // f(w1,22)p(x1, 1) dridzs pro ¢ € D(R?). (A.12)

Nevlastni integral na pravé strané vzdy konverguje, nebof funkce ¢ ma omezeny nosic.
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A.5.2 Singularni distribuce dvou proménnych

Pro ¢ € D(R?) definujeme Diracovu distribuci 8y (resp. d3(¢1,t2)) vztahem

(02, 0) = (0,0) (A.13)

a Diracova distribuce v bodé (ty, 79) je definovana vztahem

(02(t0, 70), ) = (to, To) - (A.14)

Linearita funkcionalu definovaného vztahem (A.13) se ovéii snadno. Pro ki, ks € R je

(02, k11 + kapa) = k191(0,0) + kawo(0,0) = ki (d2, 1) + ka(d2, ) ,

coz jsme méli dokazat.
Daéle plati, viz paragraf 7.6.2,

(62, ) = // 5a(t1, 1a) (1, t2) Aty dts = (0, 0) .

Cviceni 1 Prepiste poznamku 4 pro dvourozmérné distribuce. Specialné ukazte, ze

f(t, 1) - 62(to, 7o) = f(to, 70) - d2(to, T0) - (A.15)
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Dodatek B
Rychla FT (FFT)

B.1 Uvod

V kapitole 5 jsme ukazali, jak se F'T prakticky provadi, tj. odvodili jsme vztahy pro DFT a
inverzni DFT. Ukézali jsme, ze DFT je zobrazeni, které vektoru

a=(ag,ay,...,an_,) € RY

pritazuje vektor

—

A= (Ag, Ay,..., Ay1) € RY
pomoci vztahu

N-1 4
Ay =Y ape ¥, n=0,1,...,N—1. (B.1)
k=0

Ze vztahu (B.1) vidime, Ze k ziskani jednoho ¢isla A, je t¥eba provést N nédsobeni, takze k
#iskani celého vektoru A potiebujeme provést alespont N2 operaci. Jelikoz DFT aproximuje
FT tim presnéji, ¢cim vétsi je c¢islo N, je pfirozené volit ¢islo N co mozna nejvétsi. OvSem
z druhé strany, pro znacné velkd N je pro provedeni DFT tieba vysoky pocet operaci. Je-li
napi. N ~ 10° pak pro provedeni DFT potfebujeme ~ 10'° operaci, coZ je jiz zna¢né velky
pocet, i kdyz mame k dispozici rychlé pocitace.

DFT se pouziva (jak jsme Fekli ivodem) k zpracovani signalu a jeji rychlé provadénti,
v nejlepsim pripadé vypocet v redlném case, je velmi zadouci. Ukdzeme zde postup, jehoz
autory jsou J.W.Cooley a J.W.Tukey, ktery umozinuje vypocitat DF'T pouze s N log N ope-
racemi. Pro N = 10° pak misto 10'° operaci potfebujeme pouze 10°log 10°> = 5-10° operaci,
coz predstavuje ohromné zrychleni vypoctu. Proto se tento algoritmus nazyvé rychla (fast)
FT, kratce FFT.

B.2 Princip FFT

Oznaéme
w=en . (B.2)
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Pak vztah (B.1), tj. DFT, m4 tvar

N-1
A, = Z apw™. (B.3)
k=0
Poznamka 6 Vztah (B.3) muzeme interpretovat nasledovné:
Pomoci danych ¢isel ag, aq,...,ay_1 sestavime mnohoclen
N-1
Px)=ay+ax+---+ay 2" ' = Z apxk, (B.4)
k=0

stupné N — 1. Dosadime-li do (B.4) za

dostavame
A, =Pw"), n=0,1,...,N — 1. (B.5)

Tedy stanoveni soutadnic vektoru A znamené vypocet funkénich hodnot polynomu P(zx)
v N bodech: 1, w,w?, ..., w1

Volme N = 27, z je prirozené. NapiSme
A, = agw® + ayw™ + apw™ + - + ay_ow" VD 4y _w"V D =

= [apw® + ayw® + - + ay oV V] + w (g’ + a3w? + - - + ay_w" N2,

vyraz jsme tedy rozdélili na nasobky sudych a lichych mocnin w™ a z lichych jsme vytkli w™.
Oznacme dale

N N —2

Pak

Ap = lagu® + agu" + -+ + aN,gu"(M’l)] +w"[ayu’ + azu™ + - -+ aN,lu"(M’l)]. (B.7)
Vidime, 7ze na pravé strané v (B.7) pron = 0,1, ..., % — 1 predstavuji zavorky ¢leny DFT
dvou vektoru

C_is: (CLU,CLQ,...,CLN,Q) a El;l: (al,ag,,...,aN,l).

Kazdy z nich ma % slozek a cisla A,, pro n = 0,1,..., % — 1 se z téchto ¢lenu snadno
zkombinuji dosazenim do (B.7) takto:
Polozme

B, = agu’ 4+ asu™ + - - - + ay_ou" MV C, = aqu’ 4+ azu™ + - - + ay_qu" MY, (B.8)
Pakpron:O,l,Q,...,%—l mame

A, = B, +w"C,. (B.9)

Prvni polovinu ¢isel A,, tedy ziskame dekompozici problému na dva problémy téhoz typu,
ale polovi¢ni velikosti. Zbyva urc¢it druhou polovinu ¢isel A, pron= M, M +1,..., N — 1.
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Zde prichazi zdkladni trik Cooley - Tukeyova algoritmu:
Protoze z (B.2) a (B.6) plyne, 7Ze

wh =1
a
uM =1,
pak plati: . .
l=u =u™ uw=2uM" =™ M =N (B.10)
Dosadme do (B.7)zan=M+j, j=0,1,...,M — 1.
Dostaneme

AM+j = [aouo —+ CI/QU,M+j 44 aN72u(M+j)(M,1)]+
+wM+j[a1u0 +oaguMt aNilu(MJrj)(M,l)],

coZ vzhledem ke vztahum (B.10) dava
AM-}-j = [aouo + GQ’LLj +- 4 GN_Q’LLj(Mil)] — ’LUj [a1u0 + aguj +- 4 GN_l’LLj(Mil)] = Bj — ’LUjCj.

Pouzili jsme jesté rovnost

M+j __
wr T = —wyj, (B.11)
nebot ,
. —2mi . =27i (N | s —2mij .
WMt = ™8 (MH+)) — oK (5H)) = o Tl = 7.

Vyrazy v zavorkach, predstavujici diskrétni Fourierovy obrazy vektoru ay, a; jsou tytéz, jako
ve vyrazu (B.7), takZe je nemusime znovu pocitat.

vvvvvv

Mame uréit ¢isla A,,n = 0,1,..., N — 1 dand vztahem (B.1) pomoci ¢isel ag, ay,...,an_1.

K tomu ur¢ime ¢isla B,,C,,,n =0,1,..., % — 1 ze vztahu (B.8). Potom poloZme
A, = B, + w"'C, pron:(),l,...,%—l
(B.12)
A%Jrn = B, — w"C, pron:O,l,...,%—l.
B.3 Pocdet operaci pti provedeni FFT
Necht N je pocet soufadnic vektoru @ = (ag, ai,...,ay_1). Ozna¢me t(N) pocet operaci,

potiFebnych pro provedeni FFT na tento vektor. Zfejmé ¢(1) = 1. Pak pro stanoveni

vSech ¢isel B, aC,,n=0,1,..., % — 1 potrebujeme 2t(%) operaci - provadime dvakrat FFT
s vektory ,,délky* % Pak pro ¢(IV) dostdvame

t(N) < 2t(%) +¢N, (B.13)

kde ¢N zahrnuje pocet operaci potiebnych k urceni ¢isel A, z ¢isel B, a C,.
Ze vztahu (B.13) pak lze odvodit, 7ze

t(N) < c¢NlogN, (B.14)
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kde ¢ je néjaka (kladnd) konstanta.
Odvozeni vztahu (B.14): Pfipomenime, Ze pii provadéni FFT volime vidy N = 2% z
je pfirozené. Pak z = log, N. Vztah (B.14) odvodime tak, ze z—kréat pouZijeme vztah (B.13),
tedy:
t(N) < gN+2t(5) <gN+2[¢¥ +2t(F)] =

= N +qN +2°t(]) < 2gN + 2°[¢F +2t(53)] =

= 3gN +2%4(%) < --- < gaN +27t(1) =

= qNlog, N+ N-1<cNlogN,

kde konstanta ¢ obsahuje ostatni konstanty, které vznikly napt. prechodem od log, N k log N

2141 _ log N
s pouzitim vzorce log, N = _g_logZ .
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Dodatek C

Gramova-Schmidtova ortonormalizace
a chromatogramy

V tomto dodatku se sezndmime s matematickymi prostiedky, které jsou potiebné a vyhodné
pii konstrukci chromatogrami, viz paragraf 6.5.

K dobrému porozuméni Gramové-Schmidtové ortonormalizaéni metodé (GSO) je tieba,
aby ¢tendr ovladal (resp. si zopakoval) nasledujici pojmy z [9], str. 223-246: pojem linearniho
prostoru (zejména prostor R?), linedrni kombinace vektort, linedrni zavislosti a nezéavislosti
vektort, baze, dimenze, pojem linedrniho podprostoru, matice a operace s nimi. Z [8] str.
128-131 jsou potiebné pojmy skaldrniho soucinu, kolmosti (ortogonalnosti) vektoru, norma
vektoru, prumét vektoru a z [8], str. 102 vlastni ¢isla a vlastni vektory.

V dal$im textu budeme pracovat vyhradné s linedrnim prostorem R? a jeho
podprostory.

C.1 Zakladni pojmy

C.1.1 Podprostory R¢ a jejich ortonormalni baze

Necht by, by, . .., b, jsou linearné nezavislé vektory z RY, (tj. n < d). Mnozina vSech linear-
nich kombinaci téchto vektoru tvori linearni podprostor, ktery budeme znacit P,,. Dimenze
podprostoru P,, je rovna n, tj. dimP, = n. Je-li n = d, pak zifejmé P,, = R?.

O vektorech 51, 52, cee l_;n rikdme, ze generuji podprostor P,. Protoze jsme predpokladali,
7e jsou linearné nezavislé, pak tvori bazi P,,. Kazdy linearni prostor, majici jednu bazi, ma
nekonec¢né mnoho bazi. Mezi nimi jsou pro nase cile nejvhodnéjsi tzv. ortonormalni baze.

Definice C.1 Necht vektory {é7,é,...,é,} tvori bazi podprostoru P,,. Plati-li

. - )0 pro i#j
el.e]_{ | pro i—j. (C.1)
kde i, =1,2,...,n, nazyvame tuto bazi ortonormalni bazi podprostoru P, .

Poznamka C.1 Prvky ortonormdlni baze jsou tvofeny navzijem kolmymi (ortogonalnimi)
vektory jednotkové délky. Jestlize vynechame podminku

g-ei=elP=1, i=12...,n,
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tj. podminku jednotkové délky, dostavame ortogonalni bazi.
Vyhoda ortonormalni baze spociva v nasledujicim. Necht @ € P, a {é,é,...,é,} je
ortonormalni baze P,,. Vyjadiime-li ¢ jako linearni kombinaci vektoru ortonormalni baze, tj.

n
= U151 + Uggg + et ungn = Zuzé; s (02)
=1

pak pro soufadnice u; vektoru @ vzhledem k této bazi plati
uj=u-€, j=12,....,n. (C.3)

Tento vztah obdrzime z (C.2) skalarnim vynasobenim obou stran rovnosti vektorem €,
J=12,...,n,tj.

PG =3
1=

n
ui(& - €)) = u;
1
kde jsme v sumé na pravé strané vyuzili (C.1).

C.1.2 Zména baze

Necht {€}, €5, ...,¢€,} je baze podprostoru P,, a vektory by, by, ... by dany vztahy

n
bZ:ZaZ]@ z:1,2,,n (04)
=1
Tedy kazdy vektor b; , ©=1,...,n je linedrni kombinaci vektoru baze a koeficienty c;; téchto
linearnich kombinaci tvori matici
A = (aij)
radu n. Je-li tato matice regularni, pak vektory 51, 52, . 5n tvori rovnéz bazi prostoru P,,.

Dukaz Ize ponechat ¢tenari jako cviceni.

Definice C.2 Matici A = (a;;) nazgvame matici prechodu od baze {&} k bazi {b;}.

C.1.3 Ortogonalni rozklad vektoru

Necht P,, je podprostor R% a mé&jme vektor # € P,,. Nasim cilem je rozloZit vektor ¥ na soucet
dvou vektoru ' a o0 tak, aby p'€ P, a 0LP,, (vektor j'lezel v P,, a ¢ byl kolmy k P,,), tj.

v=p+0, (C.5)
pPEP,, (C.6)
oLlLpP,. (C.7)

Nejprve k podmince (C.7). Vektor & € R? je kolmy na podprostor P,, pravé tehdy, je-li kolmy
na kazdy vektor z P,. Tato podminka je splnéna, je-li vektor ¢ kolmy ke kazdému vektoru
néjaké libovolné zvolené baze P,,. (Dokazte!)
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Necht {é},...,€,} je ortonormdlni baze podprostoru P,. Pak ¢ musi byt kolmy ke
kazdému vektoru €;, i =1,...,n, tj.

G- =0, i=1,2--n. (C.8)

Z (C.5) mame
o=0—p (C.9)

a7z (C.6) zase
p=> pif;. (C.10)

i—1
Konecné z (C.8) dostavame

GG =(T—F) &=7E—F&=0. (C.11)

Protoze p'- €; = p;, viz. (C.3), z (C.10) plyne
p;=v-¢ pro 1 =1,2,...,n. (C.12)

Timto méme urceny soufadnice vektoru p'v bazi {€;} . Souradnice vektoru ¢ uré¢ime ze vztahu

(C.9), tj. z

o=v-—7p.
POZOR! Pii numerické realizaci vipoctu soufadnic vektoru ¢ = (oy,...,04) € R? musime

mit na paméti, Ze vektory ortonormalni baze € jsou prvky R?, tzn., ze

6i:(6i17"';6id)ER ,1=12...,n,

n n n
P=Y pi€; = (Zpieila . -,Zpieid> €R’,
i=1 i=1 i=1

kde k-t4 soufadnice vektoru & € R? je ddna vztahem

ok:vk—pk:vk—Zpieik, k:1,2,...,d. (C13)

i=1
7 vyse uvedeného vyplyva, ze je vyhodné pracovat s podprostory, které jsou opatieny or-
tonormalnimi bazemi. Je-li podprostor zadan jinou nez ortonormélni bazi, je tedy tfeba umét

nalézt prislusnou ortonormalni bazi tohoto podprostoru. To bude predmétem néasledujiciho
paragrafu.

C.2 Gramova-Schmidtova ortonormalizace (GSO)

Necht i, o, ..., i, jsou linedrnd nezavislé vektory z R?, které tvoii bazi podprostoru
P, CR?, (dimP, =n <d).
Definujme vektory
€1, E,...,E €RY
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nasledujicim rekurentnim postupem:

— 1 —
€1 = = 1
[z
— 1 — — — —
R R ATT R
1
Py = s — (€] - Uz)e] — (€5 - Us)é: C.14
1 i—1
e = - N R u; — gkﬁgk 1=4,5...,n.
R A R AT LD VL L M

Vektory definované vztahy (C.14) tvoii ortonormdlni bazi podprostoru P, , nebot:

9000y seey a
(i) Vektory é; €, jsou linearnimi kombinacemi vektoru U, s regularni matici pre
chodu, takze podle paragrafu C.1.2 generuji tentyz podprostor P, .

= = 1.2....njakie .
(ii) ||€|| =1 proi=1,2 n jak je ihned vidét ze vztahu (C.14) (ve jmenovatelich zlomku
jsou normy piislusnych vektoru).
(iii) O spravnosti vztahu
& & =0 proi+j
se lze presvédcit primym vypoctem skalarniho soucinu, ktery zde nebudeme provadét.

Misto toho objasnime princip, jak vztahy (C.14) vznikly.

Prvni vztah v (C.14) je jasny, vektor i} jsme vynasobili prevracenou hodnotou jeho normy
a tim jsme dostali jednotkovy vektor €, ktery je linearni kombinaci vektoru ;. Vektor e,
konstruujeme tak, aby byl linedrni kombinaci vektoru € a s (a tim i linedrni kombinaci
vektoru w; a iz), byl kolmy na vektor & a mél délku 1, tedy

€9 2 + 0451 (C15)
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Podobné treti vztah v (C.14) dostaneme tak, Ze hleddme &3 ve tvaru

€3 = Uz + €y + B, |&s]] =1
tak, aby
51'5320 A 52'53:0,
t].
51'ﬁ3+&+ﬁ'0:0 A\ 52'123+Oé'0+ﬁ:0,
takze, « = — (€1 - u3), B = — (€ - U3) a tudiz
_ liy — (€1 - U3)é1 — (€ - U3)eh
€3 = = e —— -
i3 — (€1 - dz)er — (€ - i) eh|

Timto zpusobem obdrzime ortonorméalni bazi podprostoru P, , generovaného puvodné
zadanymi linedrné nezavislymi vektory iy, s, . . ., Uy, .

C.3 Generovani chromatogrami s pouzitim GSO

Existuje nékolik metod, které umoznuji z namérenych interferogramu sestrojit prislusné chro-
matogramy, viz § 6.5 téchto skript.
V tomto paragrafu popiSseme metodu, pouzivajici GSO, kterd je ve srovnani s jinymi

NP 24

metodami mnohem citlivéjsi a potiebuje méné pocetnich operaci.

C.3.1 Popis metody

Naméfeny interferogram je vektorem z prostoru R?, kde d je pocet naméfenych dat v inter-
ferogramu.

Nejprve namétime jisty pocet interferogrami pozadi (mobilni faze, v piipadé plynové
chromatografie nosného plynu). Tyto interferogramy generuji v R? podprostor P,. Ozna¢me

je {b1,...,b,}. Pokud jsou lineadrné nezavislé, tvori bazi P,. Jsou-li linedrné zavislé, pak
z nich vybereme maximélni skupinu linedrné nezavislych vektoru. Na vektory {b1,...,b,}
provedeme GSO a obdrzime ortonormélni béazi {é1,...,¢&,}, podprostoru P,

Déle métrime interferogramy se vzorkem a dostavame vektory-interferogramy
V1,02y...,Vg .

Kazdy z téchto vektoru rozlozime podle odstavce C.1.3 na slozku patfici do P, a slozku
ortogonalni k P,,, tj.
U] :ﬁj+6j, j:1,2,,]€

Pak spocitame délku ortogonalni slozky
yi=Noill, 7 =1,2,...,k

a vynasime takto ziskana ¢isla do grafu v zavislosti na retenénim ¢ase nebo jiné charakte-
ristické veli¢iné. Takto ziskany graf je hledany chromatogram. Problémem je, jak vhodné
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zvolit podprostor P, tj. kolik interferogramu pozadi pouzit ke generovani podprostoru P, a
které. Z literatury pojednavajici o pouziti GSO pro ziskdni chromatogramu vyplyvaji nésle-
dujici zavéry. Je doporuceno napi. vynechat data nejblize nulové drahové diferenci (zacatky
interferogrami), obsahujici znaky spole¢né pro vSechny interferogramy, dané charakteristi-
kou pristroje a podminkami sniméani dané série interferogrami. Ani po tomto ,odfiznuti“
experimentalnich dat na zac¢atku interferogramu nejsou do analyzy zahrnuta vSechna dalsi
data interferogramu, ale jeho dimenze je dale vyznamné snizena na vybrany pocet dat.

Konkrétné napf. (viz [12]) z interferogramu, ktery obsahoval 2048 dat, bylo na zékladé
empirickych pokusu pro dany experiment zjisténo, ze je optimalni vynechat prvnich 60 dat
a dimenzi interferogramu zmensit na 100, aniz by doslo ke ztraté informace. Pii tomto
experimentu byl pocet vektori baze podprostoru P,, roven 60.

Pripomenme, ze vSechny tyto upravy se délaji proto, aby se minimalizoval pocet aritme-
tickych operaci, které je nezbytné pro ziskani chromatogramu provadét. To znamena, ze je
treba optimalizovat tii parametry:

e dimenzi podprostoru P,,
e pocet vynechanych dat na zacatku interferogramu
e redukovanou dimenzi interferogramu.

V nésledujicich odstavcich popiSeme struc¢né zpisob, jak lze z namérenych interferogramu
pozadi vybrat vhodné vektory, které budou generovat podprostor P,,. Tento postup je zalozen
na singularnim rozkladu matice vzniklé z interferogramu pozadi.

C.3.2 Ortogonalni matice
Definice C.3 Redalna ¢tvercova matice A se nazyva ortogonalni jestlize

ATA=E, (C.16)
kde AT je transponovand matice k matici A.

Z definice ihned plyne, Ze ortogonalni matice je regularni (det A # 0). Uvédomime-li si, Ze
iadky matice AT jsou sloupce matice A a jednotkovd matice ma jednicky na hlavni diago-
néle a jinde nuly, pak vztah (C.16) tika, 7e sloupce ortogonalni matice tvori ortonormalni

systém vektoru. (Poznamenejme jesté, ze ¢tvercova matice A se nazyva symetricka, jestlize
AT = A).

C.3.3 Singularni hodnoty matice

Budiz A libovolna matice typu (n,d) (tj. ma n fadku a d sloupcu). Pak matice
ATA

je ¢tvercova matice radu d, ktera je symetrickd. Realné symetrické matice maji nezaporna
vlastni ¢isla. Ay > Ay > -+ > Ay > 0, kterd tudiz mohou byt psana ve tvaru

)\kZO'z, O'kZO, k:1,2,...,d.
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Pak cisla
0y 2032 ...20¢2>0

jsou nazyvana singularnimi hodnotami matice A .

C.3.4 Singularni rozklad matice

Necht A je libovolna redlnd matice typu (n,d). Pak plati:

(a) Existuji ortogonalni matice U fadu n, ortogonalni matice V ¥adu d a ,diagonalni“ matice
Y typu (n,d) takové, ze

A =UxV7, (C.17)
pricemz matice 3 ma nasledujici tvar:
D O i
Y= , D =diag(oy,...,0,), (C.18)
0 0
kde 0y > 09 > --- > 0, > 0 jsou nenulové singularni hodnoty matice A a r je hodnost
matice A .
(b) Nenulové singularni hodnoty matice A” jsou praveé ¢isla oy, ..., 0, .

Vice podrobnosti o singularnim rozkladu matice najde ¢tenar v knize [11].

Poznamka C.2 Vztah (C.17) se nazyva singularni rozklad matice A .

Poznamka C.3 Ctvercova matice D ve vztahu (C.18) ma typ (r,r) a typy nulovych matic
v (C.18) si ¢tenaf doplni sam tak, aby vysledny typ matice 3 byl (n,d).

Poznamka C.4 (Dilezita!) Sloupcové vektory ortogonalni matice V se nazyvaji singular-
nimi vektory matice A. Tvoi{ ortonormalni bazi prostoru R¢. Prvni sloupec matice V
odpovida singularni hodnoté oy, druhy o,, atd.

C.3.5 Matice interferogramu pozadi

Vratme se zpét k odstavci C.3.1. Méjme opét k namérenych interferogramu pozadi
by, by, ... by € R™. (C.19)

Z téchto vektoru sestavime matici interferogramu pozadi (MIP), kterou ozna¢me A.
Rédky této matice jsou vektory z (C.19). Matice A ma typ (k,d). Nyni provedeme jeji
singularni rozklad (C.17). Takto obdrzené experimentalni data, tj. matice interferogramu ma
spektrum singularnich hodnot. Toto spektrum se obvykle stépi na dvé ¢asti. Prvni c¢ast
muzeme nazvat deterministickou ¢asti a druhou ¢ast Sumovou ¢asti spektra. Deterministicka
mnozina singularnich hodnot bude vykazovat rychlé zmensovani téchto hodnot az na ,iroven
sumu“, zatimco singularni hodnoty ze Sumové ¢asti spektra budou relativné malé a témér
konstantni.
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Nyni pristoupime k urc¢eni podprostoru P,. Vezmeme singularni hodnoty
O1y---50n,
které nalezi do deterministické ¢asti spektra a k nim prislusné singularni vektory
biy... by

ze vztahu (C.17), tj. prvnich n sloupcu matice V. Tyto vektory generuji podprostor P,
ktery pouzivame ke konstrukci chromatogramu. Poznamenejme jesté, ze vektory bl, . .,bn
takto obdrzené (tj. pomoci singuldrniho rozkladu matice) jsou jiz ortonormalni a nemusime
na né provadét GSO.

Piiklad C.1 Pro ilustraci jsme s pouzitim programu Mathematica 4.0 zpracovali 120 in-
terferogramu, kazdy v délce 7108 udaju. Interferogramy byly ziskany pro vzorek tézké vody
(D20) v kyveté z CaFy, tloustky 25um na FTIR spektrometru IFS 66/S (Bruker, Némecko)
vybaveném VCD! modulem PMA 37 (Bruker, Némecko) vyuzivajici chlazeny MCT detektor
(InfraRed Associates). Programem pro singuldrni rozklad matice jsme ziskali 120 singular-
nich hodnot matice interferogramu, které jsou vyneseny na obr. C.1 a uvedeny ¢iselné v
nasledujici tabulce:

20.5475 6.71556 6.68402 6.58004 6.55512 6.49152 6.44912 6.4273 6.42032
6.35527 6.32478 6.30025 6.26604 6.22764 6.20988 6.20264 6.14277 6.09631
6.0774 6.03756 6.0294  5.99347 5.96409 5.94193 5.9268 5.91249 5.88046
5.86226 5.82166 5.80368 5.77297 5.76273 5.74947 5.72641 5.69757 5.67783
5.66300 5.64976 5.62705 5.57995 5.57579 5.55883 5.51779 5.51317 5.47942
5.44943 5.44263 5.40284 5.39133 5.3622 5.34723 5.33196 5.32776 5.29062
5.27907 5.26443 5.24809 5.23155 5.19739 5.17137 5.15775 5.14379 5.12259
5.11973  5.09455 5.06399 5.04877 5.0274  5.02547 4.98017 4.96739 4.95074
4.91383 4.90379 4.88646 4.85452 4.84692 4.81283 4.80573 4.77662 4.75836
4.73284 4.72325 4.69773 4.67767 4.65336 4.64255 4.62751 4.59911 4.59014
457038 4.53369 4.50333 4.49575 4.48113 4.47279 4.45034 4.42921 4.41423
4.40029 4.38493 4.34272 4.3166 4.29047 4.27953 4.26506 4.21813 4.20653
4.18523 4.14192 4.13069 4.1001 4.08892 4.07526 4.03984 3.99654 3.95044
3.92859 3.89973 3.85129

7 obrazku je patrné, ze deterministickd cast spektra se sklada ze dvou singularnich hodnot
o1 = 20,5475 a 09 = 6.71556 a zbyvajici singuldrni hodnoty tvori Sumovou c¢ast spektra, kde
singularni hodnoty jsou relativné malé vzhledem k o; a témér konstantni.

V tomto prfipadé lze za podprostor P, (zékladnich vektoru) vzit dvourozmérny pod-
prostor Py, jehoz baze je tvorena dvémi singularnimi vektory b a 52, které odpovidaji sin-
guldrnim hodnotdm o, a 05. Tyto vektory, které obdrzime rovnéz ze singularniho rozkladu
matice interferogrami, jsou jiz ortonorméalni. Protoze jsou z R"'% nebudeme je zde uvadét.

Tento ptiklad ukazuje, ze zvolend dimenze interferogramu je prilis velka.

Déle jsme vzali ndhodné jeden interferogram a rozdélili jsme jej na ¢asti po 120 datech. Z
takto ziskanych 59 interferogramu o dimenzi 120 jsme sestavili opét matici interferograma.
Ziskané singularni hodnoty této MIP jsou na obr. C.2.

'VCD modul - zaiizeni umozihujici méfeni spekter vibra¢niho cirkuldrntho dichroismu
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Poznamenejme, ze popsanou proceduru jsme opakovali pro dalsi t¥i vybrané interfero-
gramy a vysledek byl vzdy totozny s obr. C.2.

Déle jsme vzali 20 puvodnich interferogramu o délce 7108 a ty jsme rozdélili na 1180
¢asti po 120 udajich. Takto ziskanda MIP ma singularni hodnoty znézornéné na obr. C.3.
Srovnanim singuldrnich hodnot z obr. C.2 a obr. C.3 je patrné, ze na obr. C.3 je daleko
ostieji oddélena deterministicka c¢ast spektra od Sumové c¢asti spektra. Kdyz jsme zvétsovali
dimenzi interferogramu na 240, 480 a 1000, spektrum bylo ,horsi“ a bliZilo se (coz je logické)
spektru z obrazku C.1. Tento vysledek naznacuje, dimenzi podprostoru P, by bylo vhodné
volit (prfiblizné) 65. Béze tohoto podprostoru by byla tvofena piislusnymi 65 singuldrnimi
vektory. Redukovana dimenze interferogramu je v tomto pripadé rovna 120.

Nakonec jsme z prvnich 20 puvodnich interferogramu vybrali kazdy desaty naméreny
udaj a ty jsme pak usporadali do redukovanych interferogramu dimenze 120. Po provedeni
singularniho rozkladu prislusné MIP jsme obdrzeli spektrum singularnich hodnot znézornéné
na obr. C.4.
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Vysledek lze interpretovat tak, ze vybérem kazdého desatého meéreni jsme vyloucili vza-
jemnou zavislost blizkych méreni, ktera je zpusobovana napt. konstrukeci pristroje. Pro ta-
kovato ,nezavisla“ data lze pak dimenzi prislusného podprostoru P, volit rovnu 25, coz je
optimalnéjsi vysledek nez v predchozim pripadé.

Vyse uvedenym textem jsme naznacili moznosti analyzy nameérenych dat v interfero-
gramech pomoci singuldrniho rozkladu MIP a z ni plynouci optimalni volby dimenze P,, a
redukované dimenze interferogramu.
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Dodatek D

Program Mathematica

V tomto dodatku se ¢astecné sezndmime s programem Mathem atica a ukdzeme si jeho vyuziti
pro tulohy z FT.

Mathematica je obecny vypocetni systém a jazyk urceny pro matematické a jiné aplikace.
Umoziuje provadét numerické vypocty v aritmetice libovolné ptesnosti, symbolické vypo-
¢ty a grafické prezentace. Program muze pracovat jako interpretr (pfikaz se prelozi a hned
provede) nebo jako pieklada¢ programu psanych v jazyce Mathematica.

Zakladni vypocetni ¢ast programu se nazyva jadro (kernel). Jadro zabezpecu je veskeré
vypocty. Uzivatel ale potiebuje s jadrem komunikovat, k tomu slouzi rozhrani (front end).
Rozhranim v programu Mathematica je zapisnik (notebook). Jadro je pro vSechny typy
pocitacu stejné. Rozhrani se lisi podle pouzitého pocitace.

Poznamka D.1 Vlastni vyvolani programu Mathematica a popis jeho rozhrani zde nebu-
deme uvadét, nebot zavisi na operaénim systému pouzitého pocitace (DOS, Windows, Mac,
UNIX).

Poznamka D.2 V nésledujicim textu budeme pouzivat zvyraznéné pismo pro text, ktery
pise uzivatel na obrazovku pocitace a nezvyraznénym pismem to, co na obrazovku napise
pocitac (zpracovani naseho piikazu jadrem).Svisla ¢ara | bude ve volbach oznacovat vybér
jedné z uvedenych moznosti.

Prostiednictvim zapisniku davame jadru ptikaz ktery je oznacovan:

In[n]:=prikaz,

jadro nam vraci vysledek ve tvaru:

Out[n] =vysledek

(n je poradi zadaného piikazu). Pomoci znaku % (resp. %n) se muze uzivatel odvolavat na
predchozi vysledek (resp. n-ty vysledek).
Ziskame-li naptiklad vysledky:

Out[1]=1.23456
Out[2] =2.34567
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muzema vySe uvedené znaky pouzit nasledovné:

In[3]:=%1+%2,

pak dostaneme vysledek:

Out[3] =3.58023

Nyni si ukdzeme nékteré moznosti programu Mathematica. Vzhledem k omezenému roz-
sahu téchto skript, ukdzeme jen ty, které vyuzijeme pro FT.

D.1 Numerické vypocty

D.1.1 Aritmetické operace

Chceme-li vypocitat hodnotu (3.5 4 1.4)%, napigeme:

In[1]:=(3.54+1.4) "2

Mathematica nam vrati vysledek:

Out[1]=24.01
Mathematica pouziva néasledujici aritmetické operace:
X'y obecna mocnina ¥
-X minus
x/y déleni
xy nebo xxy nasobeni
X+y s¢itani

D.1.2 Matematické funkce

V Mathematice jsou argumenty vSech funkci uzavieny v hranatych zavorkach. Jména vesta-
vénych funkci zac¢inaji velkymi pismeny.

Tabulka matematickych funkei:

Sqrt[x] druhd odmocnina NG
Exp[x] exponenciela e”
Log[x] prirozeny logaritmus Inx
Log[b,x] logaritmus o zakladu b logy ©
Sin[x], Cos[x], Tan[x] goniometrické funkce

(s argumentem v radidnech)
ArcSin[x], ArcCos[x], ArcTan[x] cyklometrické funkce
n! faktorial (n € N)
Abs|x] absolutni hodnota
Random] | nadhodné ¢islo mezi 0 a 1
Max/[x,y,. .. ], Min[x,y,...] maximum, minimum z ¢isel z, vy, . ..
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Poznidmka D.3 Chceme-li pouzivat v goniometrickych funkcich argument ve stupnich, mu-
sime napsat Sin[s Degree] (Degree=m/180).

Uvedeme zde nékolik jednoduchych prikladu.

In[1]:=Log[8.4]
Out[1]=2.12823

In[2]:=10!
Out[2] =3628800

In[3]:=ArcSin|[0.5]
Out[3] =0.523599
V tomto okamziku se muzeme zminit o prikazu N[vyraz,n], ktery davd numerickou hod-

notu vyrazu na n platnych mist. Jestlize n je vynechano, zobrazi se vysledek na Sest platnych
mist.

In[4]:=Sin[30]
Out[4] =Sin[30]

In[5]:=N[%]
Out[5] =—0.988032

In[6]:=N[%4,10]
Out[6] =—0.9880316241
Piikazy 4 az 5 muzeme nahradit jednim piikazem:

In[7]:=Sin[30.0],

dostaneme rovnou c¢iselnou hodnotu
Out[7] =—0.988032.

Kromé vestavénych funkci si muzeme jednoduchym ptikazem definovat libovolnou funkci:
jm_funkce[x_] := popis_funkce

Pti definici funkce muzeme pouzivat operator podminky (/;), potom definice funkce vypada
nasledovné:
jm_funkce[x_ /; podminka] := popis_funkce definuje funkci pouze pro x vyhovu-
jici dané podmince

Priklad:

In[8]:= SinC[x_ /; x!=0 |:=Sin[x]/x
SinC[x_ /; x==0 ]:=1.0

In[9]:=SinCJ[0.5]
Out[9]=0.958851
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D.1.3 Komplexni ¢isla

Komplexni jednotka je oznacena symbolem ...I.
Komplexni ¢islo ma pak tvar ...x+Iy.

Priklady:
In[1]:=Sqrt[—4]
Out[1]=2I

In[2]:=(443I)/(2—1)
Out[2] =1 + 2I

Tabulka operaci s komplexnimi ¢isly:

Rel7] realnd ¢ast komplexniho ¢isla

Im|z] imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

Conjugate[z] komplexné sdruzené ¢islo Z

Abs|z] absolutni hodnota komplexniho ¢isla  |z|

Argl7] argument ¢ komplexniho ¢isla z = |2]e*

D.2 Symbolicka matematika

D.2.1 Algebraické operace

Mathematika umi pracovat se symboly. Umi zjednodusovat a upravovat vyrazy, kratit zlomky;,
provadét substituce apod.

Napiiklad vyraz 22 + x — 422 upravi Mathematica nasledovné:

In[1]:=x"2+4+x—4 x"2
Out[l] =z — 3z2.

Substituci muzeme napsat piikazem:
vyraz /. x— >xh,y— >yh,...
Tento ptikaz je ekvivalentni s prikazy:

x=xh
y=yh
vyraz.

Priklad:

[2]:=(x+y)(x—y) 2 /{x—>3,y—>1-a}
Out[2]=(4 — a)(2 + a)?

Prikaz x=. odstrani vSechny substituce.
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Tabulka prikazu pro algebraické tpravy:

Expand[vyraz] rozlozi vicenasobny souc¢in a mocninu na soucet
¢lenu

Factor[vyraz] zapiSe vyraz jako minimalni soucin jeho ¢initelu

Simplify[vyraz| zkousi najit tvar vyrazu s nejmensim poctem
casti, pouzitim algebraickych tprav

Apart[vyraz] rozlozi vyraz na parcialni zlomky

ComplexExpand|vyraz,{z1,22,... }] provede zapis vyrazu v algebraickém tvaru kom-

plexniho cisla.

Druhy parametr piikazu ComplexExpand oznacuje komplexni proménné. Jestlize chybi,
predpokladéa se, ze vSechny proménné jsou realné.
Priklady:

In[3]:=Expand[(x—2)"2 (14+x+2 y)]

Out[3]=4 —3a2? + 23+ 8y —8zy+ 222y

In[4] :=Factor[%)]

Out[4]=(-2+2)” (1+z+2y)

In[5]:=Simplify[x“2+2 x+1]

out[5]=(1 + z)’

In[6]:=Apart[(x"5—x"4—13 x"3—8 x"2—20 x—34) /((x—4) (x+2)(x"2+1))]
Out[6] = 1 3
S N

In[7] :=ComplexExpand[Exp[I x]]
Out[7]=Cos(z) + ¢ Sin(x)

1 —

In[8] :=ComplexExpand[Exp|[z],z]
Out[8] =ER*() Cos(Im(2)) + i ER*(*) Sin(Im(2))

D.2.2 Derivace
Obecny prikaz pro derivaci ma tvar:
D[f, x| nebo DI[f, {x, n}],
kde f predstavuje funkci, x proménnou podle které derivujem a n stupen derivace.

Priklady:

In[1]:=D[x"n,x]
Out[l]=n g~ 1"
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In[2]:=D[x"n,{x,3}]
Out2]=(-2+n) (-1 +n) na ™"
In[3] :=D[Log[b,x " 3],x]

Out[3]=

3

x log(b)
In[4]:=D[ArcTan[1/x"2],x]
Out[4]= _9

(1+az4) a3
In[5] :=Factor[%)]
Out[5]= 9y

142t

D.2.3 Totalni diferencial
Obecny prikaz pro totalni diferenciadl ma tvar:

Dt[f,volba).

Priklady:

In[1]:=Dt[x"n]
Out[1]=nz~ """ Dt[z] + 2" Dt[n] log(z)

In[2]:=Dt[x" 24y 2] totalni diferencial podle
vSech proménnych
Out[2] =2z Dt[z] + 2 y Dt[y] 2o dx + 2y dy

In[3]:=Dt[a x"24b y~2,Constants— >{a,b}]
Out[3] =2 a x Dt[z, Constants — {a, b}] + 2 by Dt[y, Constants — {a, b}]

Pomoci volby Constants muzeme oznacit konstanty ve vyrazu.

D.2.4 Integrace
Obecny prikaz pro integral ma tvar:
Integratel[f, x| [ fdz

Integrate[f, {x, xmin, xmax}] Somin [ dz

Integrate[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] [ [Z50F f dz dy

Priklady:
In[1]:=Integrate[x "n,x] [x"dz
outl]= .,
1+n
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In[2] :=Integrate[x"n,{x, 0, 1}]

1
Jx"dx
0

Out[2]=
1 Limit[z'™™, 2z — 0, Direction — —1]
1+n 1+n
1
In[3]:=Integrate[x"4,{x, 0, 1}] [ 2t dx
0
Out[3] =%
11
In[4] :=Integrate[x"2+y~2,{x, 0 ,1},{y, 0, x}] [ [(z* +y*) dzdy
00
Out[4] =5
1z
In[5]:=Integrate[x y, {x, 0, 1}, {y, 0, x}] g"g"a:ydy dy
Out[5] =5
D.2.5 Suma a soudin
Obecny piikaz pro sumu ma tvar:
Sum|f, {i, imax}| S imaa
Sumlf, {i, imin, imax}| S |
Sum/f, {i, imin, imax, di}] (zde je krok roven di)
Sum(f, {i, imin, imax}, {j, jmin, jmax}, ...] S imax zzj‘fm o f
Priklady:
7 .
In[1]:=Sum[x"i/i,{i,1,7}] > ""’Tl
i=1
Out[l]=
" g e e T
‘Z‘ —_ _ —_ _ —_ _
2 3 4 5) 6 7
5
In[2]:=Sum(1/i"3,{i, 1, 5}] > 5
i=1
Outl2I=" 956103
216000
In[3]:=N[%] (vy¢isleni vysledku
Out[3]=1.18566 na 6 platnych mist)
In[4]:=Sum[i”(—3),{i, 1, Infinity}] 2

Out[4]=Sum[i(~® {i, 1, Infinity}]

Tn[5]:=N[%)]
Out[5]=1.20206
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IH[G]::Sum[XAi ija{i’ 1, 3}’{j’ 1, 1}]

Out[6]=zy + 222 y* + 323>

Obecny piikaz pro souc¢in ma tvar:
Product[f, {i, imax}]

Product[f, {i, imin, imax}|

Productlf, {i, imin, imax, di}]

[
[
[
[

Product[f, {i, imin, imax}, {j, jmin, jmax}, ...

Priklady:

In[7]:=Product[x+i, {i ,1, 4}]
Out[7]=(1+2) 24+2) B+x) (4+2)

mn[8]:=Expand[%]

Out[8]=24 +50x + 3522 + 1023 + z*

D.2.6 Rela¢ni a logické operace

Tabulka relacnich operatoru:

X —=—=—
x!l=y
X>y
X>=y
X<y
X <=y

Priklady:

In[1]:=f[x_]:=x"3—3 x"24x—5

In[2]:=f[5]>0
Out[2] =True
Tabulka logickych operatoru:

'p
p && q
plla

Priklady:
In[3]:—glx_J:==DIf[x], x]

Out[3]=1 — 6x + 322
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4]:=f[5]>0 && g[5]<0
Out[4] =False
D.2.7 ReSeni rovnic

Tento odstavec se bude tykat pouze rovnic, které lze tesit analyticky. Obecny piikaz pro
reseni algebraickych rovnic ma tvar:

Solve[ls==ps, x] fesi rovnici pro x
Solve[{lsl==psl, Is2==ps2, ... }, {x, y, ... }] fe$i soustavu rovnic pro x, vy, ...
Priklady:
Tn[1] :zSolve[x‘2—|—2 x—7==0, x|
Out[l]=
—4 Sqrt[Q] —2 4 4 Sqrt[2]
{{z = — o = ————1
In[2 ] N{%]

out[2]={{z — 1.82843},z — —3.82843}}

In[3]:=Solve[a x"2+b x+c==0,x]

Outl3]= —b — Sqrt[b? — 4a ] —b + Sqrt[v? —4ac]}}

e = 2a oo = 2a

In[4]:=Solve[x " 24y "2==1, x+3 y==0, x, y]
Out[4]= _3 1 3 1
He = Sqrt[10]’ v Sqrt[10] bz = Sqrt[10]’ v ~ Sqrt[10] H

D.2.8 Reseni diferencidlnich rovnic

Obecny prikaz pro reseni diferencidlnich rovnic ma tvar:

DSolve[difr, y[x], x] resi diferencialni rovnici difr pro y[x],
x bere jako nezavisle proménnou
DSolve[{difrl, ...}, {y1[x1, ...], ...}, X] fesi soustavu diferencidlnich rovnic
Priklady:

1a[1] =DSolvely[x]==a y[x],y[x}x]
outl1] ={{ylr] — E** (1))
ba)-=DSalvel{y )= vl y0l==1} ¥1, =
Outlz] ={{ylr] - E*7}}
In[3] :ZDSOIV6[Y” [x]==y[x], y[x], x]
Out[3]=
{(ole] - S+ e o))

171



In[4] ::DSOI"e[{X, [t] == [t] ,y’[t] ::X[t] }’{X[t] aY[t]}at]

Out[4]= t
{{z[t] = (ﬁ + 5 C[1] + (2_—Elt + %) C[2],

ylf] — (2_—Elt + %) ] + (% 4 %) Cl2})

D.2.9 Limity
Obecny prikaz pro limitu ma tvar:

Limit[f, x—>a, volba] hled4 limitni hodnotu funkce f, kdyz
x se blizi k a
Jestlize chceme pocitat limitu zprava, musime napsat volbu Direction—>—1, pro limitu
zleva napiseme Direction—>1. V pripadé, 7ze volbu vynechame, predpoklada se, ze pocitame
limitu zprava.

Priklady:
In[1]:=Limit[Sin[x]/x, x—>0] ilg[l) sinz
Out[l]=1
In[2]:=Limit[1/x,x—>0,Direction—>—1] 9101_r>r(1) :
Out[2] = Infinity 00
In[3]:=Limit[1/x,x—>0,Direction—>1] glglg(l) %
Out[3] =—Infinity —00

D.3 Numericka matematika

Jestlize chceme TesSit integral, sumu, algebraické rovnice nebo diferencidlni rovnice numericky,
sta¢i napsat pred prislusny pirikaz velké N. Vyjimkou je pouze piikaz pro itera¢ni vypocet
kofenu rovnic, jeho popis si ukdzem pozdéji.

D.3.1 Integral, soucet
Priklady:
In[1]:=NIntegrate[Sin[Sin[x]], {x, 1, 2}] numerickd aproximace inte-
gralu fsin(sin z)dx

Out[1]=0.81645
[2]:=NSum[1/i"3, {i, 1, Infinity}] numerickd aproximace sumy

Out[2] =1.20206

172



D.3.2 Reseni rovnic

Pro numericky vypocet kotenu algebraickych rovnic pouzivd Mathematica pirikaz NSolve,
jeho pouziti si ukdzem na prikladu. Pro ostatni funkce pouziva Mathematca k hledani korenu
Newtonovu metodu, prikaz ma v tomto pripadé tvar:

FindRoot[ls==ps, {x, a}] hleda kofen rovnice Newtonovou me-
todou s nultou aproximaci r = a
Priklady:

In[1]:=NSolve[x"5+x+1==0, x]

Out[1]={{z — —0.754878}, {zx — —0.5 — 0.866025 I}, {x — —0.5 + 0.8660251},
{1 — 0.877439 — 0.744862 T}, {x — 0.877439 + 0.744862 T}

In[2]:=FindRoot[3 Cos[x]==Log[x], {x, 1}]

Out[2]={x — 1.44726}

D.3.3 Reseni diferenciilnich rovnic
Obecny piikaz pro numerické feseni diferencidlnich rovnic ma tvar:

NDSolve[difr, y[x], {x, xmin, xmax}] hledé feseni diferencidlni rovnice pro
y[x] s nezavisle proménnou x na in-
tervalu (xmin,xmax)

NDSolve[{difrl, ...}, {y1[x1,...], ...}, {x, xmin, TeSi numericky soustavu diferenciél-
Xmax }| nich rovnic
Priklady:

In[1]:=NDSolve[{y’[x]==y[x], y[0]==1}, ¥, {x, 0, 2}]
Out[1]={{y — InterpolatingFunction[{0.,2.}, < >]}}

NDsolve vraci vysledek jako objekty interpolac¢ni funkce, které jsou na vystupu oznaceny
symbolem < > (tabulku uzla a hodnot). Hodnoty vysledné funkce y mohu ziskat nasledujicim
prikazem:

m[2]:=y[1.5]/.%
Out[2] ={4.48171}

nebo si mohu zobrazit jeji graf:

In[3] :=Plot[Evaluate[y[x]|/.%1],{x,0.0,2.0}]
Podrobnéji o zobrazovani grafu viz ¢ast pojednévajici o grafice odstavec D.5.

D.4 Linearni algebra

Nejdiive si zavedeme seznam objektii:

{01, 02,03, ... On}
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Objekty mohou byt ¢isla, funkce, rovnice, grafy, seznamy atd. Vektory a matice budemu
vyjadfovat pomoci téchto seznamu.

{a1,a9,a3,...2,} vektor (a1, as, .. .ay)
{{an, A2y - - -y alm}, ceey {aml, Am2y - - -y amn}} matice
ayjp a2 ... Qi
m1 Am2 ... Gmp
Priklady:
In[1]:={2, -1, 2, -3} vektor (2, —1,2,—3)
Out[1]={2, -1, 2, -3}
m[2]:=M={{1, 2 }, {2, 3}} definuji matici

out[2]={{1,2},{2,3}}

v (1)

In[3] :=MatrixForm[M] zobrazi matici v maticovém
tvaru

Out[3]=//MatrizForm =

1 2

2 3
In[4]:=M][[1]] oznacuje prvni fadek matice
Out[4]={1, 2}
In[5]:=M][[1, 2]] oznacuje prvek m;, matice
Out[5] =2

Matice muzeme definovat také nasledujicim prikazem:

Table[f(i, j), {i, imin, imax, di}, imin je pocdateéni hodnota pro i,
{j, jmin, jmax,dj}, ...] imax koncova hodnota a di je krok,
podobné pro j. Jestlize imin a di
chybi, predpoklada se, ze maji hod-
notu 1.
DiagonalMatrix[seznam)] definuje diagonalni matici

Priklady:
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In[6 ] =K=Table[i+j, {i, 2}, {j, 2}] definuji matici
out[6]={{2,3},{3,4}}
2 3
= (33)

In[7 ] =D=DiagonalMatrix[{1, 2, 3}] definuji matici
Out[7]={{1,0,0}, {0,2,0},{0,0,3}}

1 00
M=1]10 20
00 3
Nyni, kdyz mame definované matice, muzeme provadét maticové operace.
Priklady:
In[8]:= nasobeni matice skalarem

Out[8] {{3 6},{6,9}}

In[9]:= nasobeni matic

Out[9] {{8 11},{13,18}}

In[10]:=Inverse[M] inverzni matice

out[10]={{-3,2},{2,-1}}

In[11]:=Det[M] determinant matice

Outf[l1]=-1

In[12]:=Eigenvalues[M] vlastni ¢isla matice

12]=
Outl12] {4—2Sqrt[5] 4+2Sqrt[5]}
2 ’ 2
In[13]:=Eigenvectors[M] vlastni vektory matice
Out[13]=
—1 — Sqrt[5] —1 + Sqrt[5]
{{#7 1}, {#, 1}}

Nyni ukdzeme podobné priklady pro matice 3 x 3.

m14]:=A={ { 1,2,-1} ,{ 2,1,0} ,{ -1,1,2} }
out[14]={{1,2,—1},{2,1,0},{—1,1,2}}

m[15]:=B={ { 1,1,1} ,{ 0,1,0} ,{ 1,2,-1} }
out[15]={{1,1,1},{0,1,0},{1,2, —1}}
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In[16]:=2 B

Outl16]={{2,2,2}, {0,2,0}, {2,4,~2}}
In[17]:=A.B
out[17]={{0,1,2},{2,3,2},{1,4,-3}}
In[18]:=Inverse[B]

Ouwtll8]= 1 3 1 11 1

{5~ 50,101 5.5, -}

In[19]:=Det[B]
Out[19]=-2

In[20]:=Eigenvalues[B]
Out[20]={1, —Sqrt[2], Sqrt[2]}

In[21]:=Eigenvectors[B]
Out[21]={{4, —1,1},{1 — Sqrt[2],0,1}, {1 + Sqrt[2],0,1}}

Piikaz pro feSeni soustavy linearnich rovnic Az = b ma tvar:
LinearSolve[A, b]
Priklad:

m[22]:=A={ { 1,2,1} ,{ -1,1,1} { -2,1,2} }
Out[22] ={{1,2,1}, {—1, 1,1}, {-2,1,2}}

In[23]:=b={ 1,2,-1}
Out[23]={1,2,—1}

In[24] :=LinearSolve[A, b]
Out[24]={-3,5, —6}

D.5 Grafika

D.5.1 Graf funkce f(x)

Prikaz pro zobrazeni grafu funkce jedné redlné proménné méa tvar:

Plot[f, {x, xmin, xmax}, volby] zobrazi graf funkce f(z) pro x z in-
tervalu ( xmin, xmax )
Show|[graf,volby] zobrazi jiz nakresleny graf s jinymi

grafickymi parametry (volbami)

Uvedeme si zde pouze nékteré volby:

AspectRatio—>r pomér mezi vyskou a Sitkou grafu
(implicitni hodnota je 2/(1 4+ +/5))
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PlotRange— >{ymin, ymax}

Axes—>True|False

AxesLabel —>{xlabel, ylabel} ] None
Ticks —>{{x1,x2,...},{y1,y2,...}}

Priklady:

rozsah osy y bude od ymin do ymax
zobrazeni nebo nezobrazeni os (im-
plicitné je True)

popis os (implicitné je None)
zobrazeni znacek a ¢iselnych hodnot

In[1]:=Plot[Sin[x], {x, 0, 2 Pi}]

Out[l]=

In[2]:=Plot[Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, PlotRange—>{-1.5, 1.5}]

Out[2]=

1.

-1

5

.5

1 2 3W

m[3]:=Plot[Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, Ticks —>{{Pi, 2Pi},{-1, 1}}]

Out[3]=
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In[4]:=Plot[Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, AxesLabel—>{"x", ”sin(x)”}]
Out[4]=

sin(x)

1

In[5]:=Plot[Sin[x], {x, 0, 2 Pi},
PlotRange—>{-1.5, 1.5},
AxesLabel—>{"x”, ”sin(x)”}
Ticks —>{{Pi, 2Pi},{-1, 1}}]

Out[5]=

sin(x)

X
P\/Pi
-1

D.5.2 Graf funkce f(x,y)

Prikaz pro zobrazeni grafu funkce dvou realnych proménnych ma tvar:

Plot3D[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}, zobrazi graf funkce f(z,y) pro x z in-
volby] tervalu ( xmin, xmax ) a y z inter-

valu ( ymin, ymax )
Show/[graf,volby] zobrazi jiz nakresleny graf s jinymi

grafickymi parametry (volbami)

Volby Axes, AxesLabel, PlotRange jsou stejné jako u piikazu Plot. Navic muzeme pouzit
volby:

PlotPoints— >{xpoc, ypoc} pocet délicich bodu zobrazovaci sité
(xpoc je pocet bodu na ose z, ypoc
na ose )
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BoxRatios—>{xr, yr, zr} pomér mezi stranami kvadru,
do kterého se graf zobrazuje (impli-
citni hodnota je {1, 1, 0.4})

ViewPoint—>{xp, yp, zp} soufadnice bodu, z kterého se di-
vame na objekt (implicitni hodnota
{1.3,-2.4, 2})
Priklady:
In[1]:=Plot3D[Sin[x y], {x, 0, 3}, {y, 0, 3}]
Out[l] =

In[2]:=Plot3D[Sin[x y], {x, 0, 3}, {y, 0, 3}, PlotPoints—>{20, 30}]
Out[2] =

In[3]:=Plot3D[Sin[x y], {x, 0, 3}, {y, 0, 3},
PlotPoints—>{20, 30}]
ViewPoint—>{0, —2, 2}
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Out[3]=

0
0.5
0
-0.5
1y 1 2 3

In[4] :=Show[%3,PlotRange—>{—0.5, 0.5}]
Out[4]=

D.5.3 Graf krivky zadané parametricky
Piikaz pro zobrazeni grafu funkce zadané parametricky ma tvar:

ParametricPlot[{fx, fy}, {t, tmin, tmax}, volby] zobrazuje  parametricky  zadané
kiivky v R?
ParametricPlot3D[{fx, fy, fz},
{t, tmin, tmax},volby] zobrazuje  parametricky zadané
kiivky v R?
Priklady:
In[1]:=ParametricPlot[{Sin[t], Sin[2 t]}, {t, 0, 2 Pi}]
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Out[l]=

In[2]:=ParametricPlot3D[{Sin[t], Cos[t], t/3}, {t, 0, 15}]

Out[2]=

-1
Lo.5
09

Také zde muzeme pouzit volby jako v predchozich dvou odstavcich.

D.6 Cteni dat ze souboru, vypis dat do souboru

Ptikazy pro ¢teni a vypis dat ma tvar:
stream=0penRead[”jméno” ]
Read[stream,type]
ReadList[stream,type]

stream=0OpenWrite[” jméno” |

stream=0penAppend[”’jméno”]|
Write[stream, v1, v2, ...]

Close[stream]
SetStreamPosition[stream,n]
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otevie soubor pro ¢teni

precte objekt ze souboru, type je typ
nac¢itané hodnoty, napf. Number)
precte ze souboru seznam daného
typu

otevie soubor pro zépis, (pokud exis-
toval, smaze se jeho obsah)

otevie soubor pro pridavani

vypiSe posloupnost vyrazu do sou-
boru, zapis ukonc¢i novou radkou
uzavie prislusny soubor

nastaveni Cteci a zapisovaci pozice



'jméno vypiSe obsah souboru

Predpokladejme, ze mame vytvoren soubor, ktery jsme nazvali ”soubor.dat”. Soubor,
do kterého budeme psat nazvéme ”soubor.out”. Dale predpokladejme, 7ze v souboru ”sou-
bor.dat” jsou zapsana nasledujici data:

1 2 1
3 -1 4
Priklady:
In[1]:=f1=Open[”soubor.dat”] otevie soubor ”soubor.dat”

Out[1]=InputStream[soubor.dat, 3]

In[2]:=Read[f1,Number]| precte jedno ¢islo ze souboru

Out[2]=1

In[3 :=Read[fl,{Number,Number}] precte dvé ¢isla a vlozi je do
seznamu

Out[3]={2,1}

In[4] :=SetStreamPosition|[f1,0] nastavi se na zacatek sou-
boru

Out[4]=0

In[5] :=ReadList[fl1,Number | precte vSechna data az do
konce souboru a ulozi je do
seznamu

out[5]={1,2,1,3, 1,4}

In[6] :=ReadList[fl,{Number,Number,Number}] precte vSechna data az do
konce souboru a ulozi je do
seznamu podle masky

Out[6]={{1,2,1}, {3, —1,4}}

In[7]:=!!soubor.dat vypise cely obsah souboru
"soubor.dat”
Out[7]= 121
3-14
In[8] :=Close][f1] uzavie soubor "soubor.dat”

Out[8] =soubor.dat

In[9]:=f2=0OpenWrite[”soubor.out”] otevie pro zapis soubor
”soubor.out”

Out[9] =OutputStream[soubor.out,5]

In[10]:=a=0.12345

Out[10]=0.12345
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In[11]:=Write[f2,a] zapiSe a do souboru

In[12]:=Close[f2] uzavie soubor ”soubor.out”
Out[12] =soubor.out

In[13]:=!!soubor.out vypise cely obsah souboru
”soubor.out”
Out[13]=0.12345

D.7 Fourierova transformace

Nyni si ukdzeme pouziti Mathematicy pro vypocty z kapitoly 4 a 5.

D.7.1 Analytické vypocty FT

Soudésti programu Mathematica je soubor programu (Mathematica Packages), které roz-
transformaci. Pomoci téchto programu lze pocitat analyticky nékteré FT. Piikazy pro vy-
pocet DF'T jsou soucasti standardni ¢asti Mathematicy, ale to si ukdzeme pozdéji. Nejdiive
musime Mathematice sdélit, ktery soubor programu chceme pouzivat. V nasem piipadé na-
piseme ptikazy:

<< Calculus‘FourierTransform' zavedeme do paméti soubor pro-
gramu pro FT

$FourierFrequencyConstant=—2Pi definuje konstantu (pro nasi definici
FT je potteba tuto konstantu defi-
novat)

Prikazy pro FT a IFT maji tvar:

FourierTransform|s,t,v] [ s(t)e 2™t dt
InverseFourierTransform|[S, v ,t] [ S(t)er™t dv
DiracDelta][t] Diracova funkce ¢

Nyni si spocitdme nékteré piiklady a cviceni z kapitoly 4. Tato ¢ast muze slouzit také jako
kontrola vysledku uvedenych cviceni.

In[1]:=<<Calculus‘FourierTransform*

In[2] :=$FourierFrequencyConstant=—2Pi
Out[2] =—2Pi

Priklad 4.1

In[3] :=FourierTransform[Exp[-Abs[t], t, V] [ e lte=2mivt q¢
2 oo
outp3]l=  —
1+ 4Pi“v?
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Priklad 4.3
In[4]:=FourierTransform[Exp|[-Pi t"2], t, V] 70 e~ em2mivt (¢

—00

Out[4] = - (Piv?)

Cviceni 4.1

In[5]:=FourierTransform[Exp[-a t"2], t, v] j"o et g—2mivt q¢
Out[5] = Sqrt[Pi]
Sqrt[a]EFi*v?)/a

Priklad 4.4

In[6]:=FourierTransform[t Exp[-a t"2], t, V] [ temot®e=2mivt 4y
Out[6] = P2y
a3/2E(Pi*v?)/a
Priklad 4.5
In[7]:=FourierTransform[Exp[-a Abs[t], t, V] [ eoltlg=2mivt q¢
2a -
Out[r]=  ——
a’? 4+ 4Pi“v?

Cviceni 4.3

In[8]:=FourierTransform[Exp[-2 Pia Abs[t], t,v] [ e ?mte=2mvt qy

—00

Out[8] = 4aPi
4a2Pi% 4 4Pi*1?

In[9] :=Cancel[%] pokraceni zlomku
a

Ouildl= Bz,
Priklad 4.7

In[10] :=FourierTransform[DiracDelta[t-to], t, V] j"o §(t — to)e 2™t dt

Out[10]= E-21Pitov

Priklad 4.9
In[11]:=FourierTransform[1, t, v] [ e 2mvtdt

Out[11]=DiracDelta[v]
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Cviceni 4.4

In[12]:=Plot[Abs[1/(1+2 Pi vI)], {v, -1.0,1.0},  graf

AspectRatio—>0.4, ‘ 1
Ticks—>{{-1,-1/(2 Pi),1/(2 Pi),1}.{1}}, +27vi
AxesLabel—>{”v” ,None}|
Out[l2]=
A%
o 11 !
2 Pi2 Pi

Cviceni 4.5

In[13]:=FourierTransform[Cos[2 Pi v1 t] s(t) = cos(2muit) cos(2must)
Cos[2 Pi v2 t],t,v] j~° s(t)e=2mt d
Out[13]= DiracDelta(r + 2221 2Piv2)
: +
4
DiracDelta(v 4 2Pivl-2Piv2) N
4
DiracDelta(y + =2 t2Pive ”21;2 Piv2) N
4
DiracDelta(y + 2Pivl£2Piv2)
4
Cviceni 4.6
In[13] :=FourierTransform[Exp[-2 Pi a Abs[t]] [ e72malt) cos(2mint)e 2™Vt dt
Cos[2 Pi vo t],t,V]
Out[13]=
2aPi n
4a?Pi* + 4 Pi’ 1?2 — 8 Pi’ vvo + 4 Pi’ vo?
2aPi
40> Pi* + 4 Pi* 12 + 8 Pi* v vo + 4 Pi’ vo?
In[14]:=Cancel[%)] pokréti zlomky
Out[14] = a a

2Pi (a®> +w? —2vvo +vo?) o (a®> +v2+2vvo +vo?)
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D.7.2 Dekonvoluce

Nyni si ukazeme dekonvoluci pomoci programu Mathematica. Jestlize pouzijeme pro signal
nékterou apodizacni funkci, nemuzeme pro vypocet spektra vyuzit programy pro analy-
tické vypocty FT (v pripadé nespojitych funkei programy selhavaji). K vypoétum pouzijeme
prosté integrace pomoci prikazu Integrate.

Predpokladejme, ze mame signal s(t) = cos(177t) 4+ 0.95sin(167t) + 0.5 sin(17.67t).
Spektrum tohoto signalu ma Spatné rozliSitelné piky, pouzijem tedy dekonvoluci k lepsi
rozlisitelnosti piku.

In[1]:=s[t_]=Cos[17 Pi t]40.95 Sin[16 Pi t|+ signal s(t)
0.5 Sin[17.6 Pi t]

Out[l]=
Cos[17Pit] + 0.95Sin[16 Pit] 4+ 0.5 Sin[17.6 Pi ]

In[2]:=Plot[s[t],{t,-1,1}, PlotRange—>{-4,4}, graf signalu s(t)
Ticks—>{{-1,1},None},
AxesLabel—>{”t”,None}|

Out[2]=
t
_n 1
In[3]:=S[v_]=Integrate[s[t] Exp[-2 Pi I v t], spektrum S(v)
{t,-1,1}]

Out[3]=... vysledkem je dlouhy vyraz,
: ktery zde nebudu uvadét

Po nékolika algebraickych tpravich a vypoctech limit funkce S(v) v bodech 8, 8.5, 8.8,
dostaneme spektrum S(v) v nasledujicim tvaru:
In[6]:=S[v_/;(v!=8)&& (v!=8.5)& & (v!=8.8)|= spektrum S(v)
S[v]
S[v_/;(v==8)]=0.859902
S[v_/;(v==8.5)]=1.03027
S[v_/;(r==8.8)]=0.611024
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Out[6] =
—2E?TP17 (48809.4 — 2757.32Tv — 1322.9 0% + 76.6493 [ v*+
8.95967 v* — 0.52447211°)/
Pi(—77.44 + %) (=64 + v*) (—289 + 41°)+
2E72"P1V (48809.4 — 7155. Tv — 1322.9 12 + 206.231 1 3+
8.95967 v* — 1.4755311°)/
Pi(=77.44 + %) (=64 + /%) (—289 + 4 %)

In[7]:=Plot[Abs[S[v]],{v,7.5,9.5}, graf spektra S(v)
PlotRange—>{0,1.6},

Ticks—>{{7.5,8.0,8.5,9.0,9.5},1},
AxesLabel—>{”v”,None},
AxesOrigin—>{7.5,0.0}]

Out[7]=

In[8]:=1[t_/;(t>=0.0)& & (t<=0.975)] = volime funkci [(¢)
6t°3 —5.85t"2 +1.0
1[t_/;(t>=0.975)] = 1.0
Out[8]=1 — 5.85t>2 + 61

Out[9]=1.0

In[10]:=Plot[1[t],{t,-1,1}, PlotRange—>{0,2}, graf funkce [(t)
TiCkS_>{{071}7{1}}7
AxesLabel—>{”t”,None}|
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Out[10]=

H

In[l 1] 3:P10t[1/1[t]7{t7'171}7 PIOtRange_>{0’6}’ graf funkce ﬁ
TiCkS—>{{0,1}’{1}}’
AxesLabel—>{”t”,None}|

Out[11]=
t
0 1
In[12]:=s1[t_]=s[t]/]][t] signél s(t) nahradime signé-
lem s1(t) = ﬁs(t)
Out[12]=
Cos[17 Pit] + 0.95 Sin[16 Pi#] + 0.5 Sin[17.6 Pi#]/i(t)

In[13]:=Plot[s1[t],{t,-1,1}, graf signalu s1(t)

PlotRange—>{-4.2,4.2},
Ticks—>{{-1,1},None},
AxesLabel—>{”t”,None}|
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Out[13]=

A
ST

==

In[14]:=S1[v_]:=NIntegrate[sl[v| Exp[-2 Pil vt], dekonvol. spektrum S1(v)

{ta '1’ 1}]

In[15]:=data=Table[{v, S1[v]}, {v, 7.5, 9.5}] tabulka dat dekonvolu¢niho
spektra S1(v)
Out[15] ={{7.5,0.0885202 — 0.26684571}, ...
..., {9.9,0.368966 + 0.2885751} }

In[16]:=ListPlot[Abs[data],PlotJoined—>True, graf dekonvolu¢niho spektra
PlotRange—>{0,1.6}, S1(v)
Ticks—>{{7.5,8.0,8.5,9.0,9.5},{1}},
AxesLabel—>{”v”,None},

AxesOrigin—>{7.5,0.0}]

Out[16]=

D.7.3 Diskrétni Fourierova transformace

Také diskrétni Fourierova transformace (DFT) je souc¢asti programu Mathematica. Piikaz
pro DFT ma tvar:
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Fourier[{ao, a1, . ..}] diskrétni Fourierova transformace
InverseFourier[{ag, a1, . . .}] inverzni diskrétni Fourierova trans-
formace

K nakresleni diskrétniho signéalu {ag, a1, ...} pouzijeme piikaz:

ListPlot[{{to, a0}, {t1,a1},...}, volba PlotJoined—>True zptsobi,
PlotJoined — >True] ze body jsou spojovany carou

Priklady:

In[1]:=dat=Table[N[Sin[10 2 Pi n/50]
+(Random[ |—1/2),{n,0,49}]
Out[1]={-0.350701,1.01418, ..., —1.39837} zde bude vypsano 50 hodnot
dat

m[2]:=dat1=Table[{i/50,dat[[i]]}, {i,0,49}]
out[2] ={{0, —0.350701}, {1,1.01418}, . ..
..., {49, —1.39837}}

In[3]:=ListPlot[dat1, PlotJoined— >True]
Out[3]= graf signalu

In[4] :=datf=Fourier[data]
Out[4]={—0.321784 + 0.1, —0.365289 + 0.3648971,... zde bude vypsano 50 hodnot
..., —0.365289 — 0.364897 1} dat

In[5]:=datfl=Table[{i,datf[[i]]}, {i,0,49}]
Out[5] ={{0, —0.321784 + 0.1},
..., {49, —0.365289 — 0.3648971}}

In[6]:=ListPlot[datfl, PlotJoined—>True] graf spektra
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Out[6]=

N
U= O NN U1 W U

D.7.4 Singularni rozklad matice

Prikaz pro singuldrni rozklad matice ma tvar:

{U, S,V }=SingularValues[A],

kde A je matice, pro kterou chceme provést singularni rozklad. Do proménné S nam program
Mathematica ulozi singuldrni hodnoty matice A, do ortogonalni matice V' ulozi singularni
vektory matice A (Ffadky matice jsou singuldrni vektory). Proménné U, S, V odpovidaji
singularnimu rozkladu A = U” £ V. Ctenaf si snadno odvodi, jaké jsou matice U a V,
provedeme-li rozklad A = U X V7. Pouzit{ singuldrniho rozkladu si ukédZeme na jednodu-

chém prikladu:

mi]:=A={ { 1.-1.} { 2,1.} ,{ -1. 1.} };

In[2]:=MatrixForm[A]
1. —1.

Out[2]=| 2. 1. A je matice 3 x 2
—-1. —1.

m[3]:={U, S, V} = SingularValues[A];

In[4]:=MatrixForm U]
< —0.169031 —0.845154 0.507093
Out[4]=

0.948683 —1.09484 x 10~17 0.316228 ) vypis matice U

In[5] :=MatrixForm[DiagonalMatrix[S]]

2.64575 0. L s .
Out[5] —< 0. 141491 ) vypis diagonadlni matice X
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In[6] :=MatrixForm[U]
( —0.894427 —0.447214>
Out[6] =

0.447214  —0.894427 vypis matice V

Muzete se presvedcit, ze fadky matice V jsou ortonormalni.

In[7]:=U[[1]].U[[1]]
Out[7]=1. (ty, 1) = 1.

In[8]:=U][[1]].U[[2]]
Out[8]=—2.47414 x 1016 (1, 1) = 0.

I [9]:=U[[2]].U[[2]]
Out[9]=1. (s, iy) = 1.
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Rejstrik

o-funkce, 24, 26, 38, 55

do-funkce, 104, 110
vlastnosti, 105

Fy-transformace, 99

absorbance, 87
algoritmus

Cooley - Tukeyovuv, 151
aliasing, 54, 55, 62, 81
amplitudové spektrum, 43
apodizace, 47, 81

Cooley - Tukeyovuv algoritmus, 151

¢islo
vlastni, 132
vlnové, 13

dekonvoluce, 52
délic¢ svazku, 68, 75
detektor zatreni, 76
Diracova funkce, 104
diskretizace, 29
diskrétni Fourierova transformace, 60
distribuce, 24, 145
regularni, 145
dvou proménnych, 147
singuldrni, 145
dvou proménnych, 148
vicerozmeérna, 147
dvojniky, 57

Eulerovy vzorce, 14

fazova korekce, 82

fazové spektrum, 43

fazovy tvar Fourierovy rady, 123
FFT, 149

Fourierova rada
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fazovy tvar, 123
komplexni tvar, 126
liché funkce, 121
sudé funkce, 121
Fourierova transformace, 31
o-funkce, 38
diskrétni, 60, 81
dvojrozmérnd, 94
inverzni, 32
kosinova, 38, 83, 114
liché funkce, 37
periodickych funkei, 43, 112
rychlé, 149
sinova, 38, 83, 114
sudé funkce, 37
vlastnosti, 33, 36
Fourierova transformace d-funkce, 110
Fourierovy koeficienty, 118
Fourierovy rady, 116
Fourieruv obraz, 31
Fourieruv predmét, 32
frekvence, 13, 31
Larmorova, 114
Nyquistova, 57
zakladni, 13
FTIR spektroskopie, 87
funkce
e, 14
sinct, 15
apodizacni, 47
Diracova, 24
Heavisideova, 17
impulsni, 25, 107, 110
jednotkova, 17
komplexni, 31
konstantni, 111
periodicka, 43, 55, 112



dvou proménnych, 113

periodické, 11, 45

po c¢astech spojita, 116

s omezenym nosi¢em, 147

vzorkovaci, 29

zobecnéna, 24, 145
funkcional, 144

linearni, 144

Heavisideova funkce, 17
homogenni okrajové podminky, 130

impuls
obdélnikovy, 20, 39, 45, 47
trojuhelnikovy, 22, 41, 47
impulsni funkce, 25, 110
infracerveny spektrometr, 65
integral
Laplaceuv, 26
integralni sinus, 16
interferogram, 31
digitalizace, 78
jednostranny, 72
oboustranny, 72

jednotkova funkce, 17

koeficienty
Fourierovy, 118
komplexni tvar Fourierovy rady, 126
konvoluce, 35, 110
funkci dvou proménnych, 102
zakladni vlastnosti, 23
konvoluce funkce, 28
konvoluce funkci, 19

Laplaceuv integral, 26, 34
Larmorova frekvence, 114
linedrni funkcional, 144

metoda
Fourierova, 130
modifikovana, 140
pro rovnici diftize, 128
konvolu¢ni, 85
multiplikativni, 84
Michelsonuv interferometr, 65
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Nyquistova frekvence, 57
Nyquistuv vlnocet, 59, 79

obdélnikovy impuls, 20
okrajové podminky
homogenni, 130
obecné, 143
opticky drahovy rozdil, 66, 78, 81

Parsevalova rovnost, 127
perioda

primitivni, 11

vektorova, 113
periodické funkce, 11
podminky kompatibility, 128
pohyblivé zrcadlo, 76
primitivni perioda, 11
prekryvani frekvenci, 54, 56
pristrojova ktivka, 46, 47, 82

regularni distribuce, 145
dvou proménnych, 147
rychld Fourierova transformace, 149

rada
Fourierova, 116
liché funkce, 121
sudé funkce, 121

signal, 13, 31
délka, 47
diskretizace, 54
konecné délky, 45
periodicky, 31
spinového echa, 114
spojity, 29
diskretizace, 106
singuldrni distribuce, 145
dvou proménnych, 148
sinus
integralni, 16
smiSena tloha, 129
spektrometr
infracerveny, 65
spektrum
amplitudové, 43
diskretni, 62



dekonvolu¢ni, 52
fazové, 43

diskretni, 62
obdélnikového impulsu, 40
signalu, 31, 43
trojuhelnikového impulsu, 42
vykonové, 43

diskretni, 62

transformace
Fourierova, 31
inverzni, 32
vlastnosti, 33
transmitance, 87
trojuhelnikovy impuls, 22

uloha
smisena, 129

vektorova perioda, 113
véta
o derivaci obrazu, 34, 100
o jednoznac¢nosti, 129
o obrazu derivace, 33, 99
o obrazu konvoluce, 35, 103
o obrazu soucinu, 35, 104
o translaci, 35, 100
o zméné meéritka, 35, 101
zobecnéni, 101
o maximu pro rovnici diftze, 129
vlastni cislo, 132
vinocet, 13, 58, 79, 84
vlnova délka, 78
vlnové cislo, 13
vykonové spektrum, 43
vzorce
Eulerovy, 14
vzorkovaci funkce, 29
vzorkovaci krok, 79

zdroj zareni, 73
zero-filling, 63, 81
zobecnénd funkce, 24, 145
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