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Krivkovy integral skalarniho pole,
krivkovy integral vektoroveho pole,
potencial,

fyzikalni aplikace

Resene priklady
vcetne reseni pomoci Maple a Mathematica

19.7.2006
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Piiklad 1: Vypoctéte kiivkovy integral
I= /(5ac —9y) ds,
c

kde C je tisecka s krajnimi body [1;2] a [5;7].
Vysledek:
51

2

I = 41.

Navod: Pouzijte vztah

to
1= [ fyds= [ fa®).y) @2 +y @) dt
C t1
Postup: Pouzijeme parametrizaci

x=1+4t; y=2+5t; te{0;1).

Potom rychlost probihani kiivky je

v=1/2"2 +y? =42 +52 =16+ 25 = V41

a integrdl je

I:/(5(1+4t)—9(2+5t))\/4ﬁdt:\/4ﬁ[—13t—22—57&2]1:

0

2 1
=/41(-13 - )= —% 41.

f:=bxx-O%*y:

x:=1+4x%t:

y:=2+5%t:

v:=sqrt (diff(x,t) "2+diff(y,t)"2):
i:=int (f*xv,t=0..1);

v V V V

7 = ——%L\/ZT

Mathematica:



In[1]:= £=5x-9y;

In[2] := x=1+4t;

In[3]:= y=2+5t;

In[4]:= v=Sqrt[D[x,t]1"2+D[y,t]1"2];

In[5]:= i=Integrate[f*v,{t,0,1}]
-51 Sqrt[41]

OQut[5]= ———————————-



Piiklad 2: Vypoctéte
I= /(8362 — 5y°) ds,
c

kde C je kiivka z = 2cost, y = 2sint, t € (0, ).
Vysledek:
I =127.

Navod: Pouzijte vztah

1= [ f(,y)ds = [ fla(t),5(®) ') +y/(2)? at.

Postup: Pouzijeme zadanou parametrizaci
x = 2cost, y=2sint, t € (0,7).

Potom rychlost probihani kiivky je

v=1/a?+y? = \/(—2 sint)? 4+ (2cost)? =2

a integral je

I= /(32 cos?t — 20sin® ¢) 2 dt = 121
0

Maple:
> f:=8%x"2-bxy~2:
> x:=2xcos(t):
> y:=2%sin(t):
> vi=sqrt(diff(x,t) "2+diff(y,t)"2):
> i1:=int(f*v,t=0..Pi);
1= 127
Mathematica:
In[1]:= £ = 8 x"2 - 5 y~2;
In[2]:= x = 2 Cos[t];
In[3]:= y = 2 Sin[t];
In[4]:= v = Sqrt[D[x,t]"2+D[y,t]1"2];
In[6]:= i = Integratel[fxv,{t,0,Pi}]

Out[5]= 12 Pi



Piiklad 3: Vypoctéte

/ (2z + 3y) ds,
c
kde C je usecka vyfata na primce y = 4z + 8 soufadnicovymi osami.
Vysledek:
I =20V17.

Navod: Pouzijte vztah

to
1= [ fyds= [ fa®),y0) @) +y @) dt
C t1
Postup: Pouzijeme parametrizaci

x=t, y=4t+8, t € (-2,0).
Potom rychlost probihani ktivky je

v = \/:13’2 Ty = \/(1)2 + (4)2 = V17

a integral je
0

I= /(2t+ 3(4t+8))V17 dt = \/ﬁ[7t2+24t]

-2

0
= V17(—28+48) = 20V/17.

2

Maple:

> f:=2%x+3x%y:

> x:=t:

> y:=4*xt+8:

> v:=sqrt(diff(x,t) "2+diff(y,t)"2):

> i:=int(f*xv,t=-2..0);

i = 2017

Mathematica:
In[1]:=f =2 x + 3 y;
In[2]:= x = t;
In[3l:=y =4t + 8;
In[4]:= v = Sqrt[D[x,t]1"2+D[y,t]1"2];
In[5]:= i = Integratel[fx*v,{t,-2,0}]
Out [5]= 20 Sqrt[17]



Piiklad 4: Vypoctéte
I:/xyds,
K
kde kiivka K je obvod trojihelniku ABC s vrcholy A = [1;2;3], B =
[2;3;5], C'=[8;0;1].
Vysledek:
23 10
I= g\/é + Ex/ﬁ +6v/61.

Navod: Kiivkovy integral ptes tii isecky nahradime souc¢tem tiech integrala
pres jednotlivé usecky. Na kazdy z téchto tiech integralu pouzijeme vztah

1= [ (5,2 ds = [ F@(0) y(2),2(0) o (@ + y ()2 + 2 (2] .

Postup: Pro parametrizaci usecky AB pouzijeme vztah X = A+¢(B — A),
kde t € (0;1), tedy x = 1+1¢; y = 2+t; z = 3+ 2t. Rychlost probihdni
usecky AB je

v=|B-Al|=v6

a integral pfes usecku AB je

1
3 1. 23
IAB:/(1+t)(2+t)\/6dt=\/62t+§t2+§t3 =% 6.
0
0

Obdobné spocteme integraly pies tsecku BC' a pfes tsecku C'A a tyto tfi
integraly seCteme a dostaneme

23 10
I =1+ Ipc+ Ica= E\/g—i_ 3\/574-6\/61.

Maple:

> a:=[1,2,3]: b:=[2,3,5]: c¢:=[8,0,1]:
fr=x->x[1]*x[2]:
j:=(p,q)->int (f (evalm(p+t*(q-p)))*1linalg[norm] (q-p,2) ,t=0..1):
i:=j(a,b)+j(b,c)+j(c,a);

i = 2V6+6v61+10/357

vV V. Vv

Mathematica:



In[1]:= a={1,2,3}; b={2,3,5}; c={8,0,1};

In[2]:= f[{x_,y_,z_}]:=x*y;
In[3]:= jlp_,q_]:=Integrate [f[p+t*(q-p)]l*Norm[q-p],{t,0,1}];
In[4]:= i=j[a,bl+j[b,cl+jlc,al
23 19
Out[4]= ——-———- + 10 Sqrt[--] + 6 Sqrt[61]
Sqrt [6] 3



Priklad 5: Zjistéte, zda je vektorové pole

F(z,y) = (y*,7)

potencialni, a vypoctéte kiivkovy integral
1= [F-dr,
c

kde C' je E4st paraboly y = 22 s poc¢ateénim bodem (0,0) a koncovym bodem

(1,1).
Vysledek: Toto vektorové pole neni potencidlni a [ = =

i
Navod: Porovnejte ag L a 22 Pro vypocet integralu pouzijte vztah I =

fF-dr:f(Fldx+F2dy).
C o

Postup: Oznaéime si slozky pole Fi(z,y) = y? a Fy(z,y) = x a spocteme
parcidlni derivace

%ﬂ@yy—%
a OF,
a—(x )=1

Ty se nerovnaji, proto pole F nenf potencialni a integral zavisi na inte-
graéni cesté (proto ji nemuzeme zménit). Pro vypocet integralu zvolime
parametrizaci
r=t y=t3, t1 =0, ty=1.
Odtud
vn=a =1 vy, =19 =2t
takze

dr=vidt =dt, dy=rvydt=2tdt

a integral je

1 1
Iz/ﬁqﬁ:/@um+5@n:/m%%HQQﬁ:/w+m%ﬁ:
C 0 0

_1+2
o 5 3 15



Maple:
> fl:=y~2: f£2:=x: x:=t: y:=t"2:
> vi:=diff(x,t): v2:=diff(y,t):

> i:=int(flxvi+f2*xv2,t=0..1);

13

1 = 15

Mathematica:
In[1]:= f1=y~2; f2=x; x=t; y=t~2;
In[2]:= v1=D[x,t]; v2=D[y,t];
In[3]:= i=Integrate[fixvi+f2*v2,{t,0,1}]
13
Out[3]= -~
15



Priklad 6: Zjistéte, zda je vektorové pole

F(z,y) = (v, 22y)

potencialni, a vypoctéte kiivkovy integral
1= [F-dr,
c

kde C je jednotkova kruznice obihana v kladném sméru.
Vysledek: Toto vektorové pole je potencidlni a I = 0.
Navod: Porovnejte ‘93—1;1 a %. Kiivkovy integral vektorového pole, které ma
potencidl (nutno ovéfit), po uzaviené kiivce (nutno ovéfit) je nulovy.
Postup: Oznaéime si slozky pole Fy = y? a F, = 2zy a spo¢teme parcialni
derivace

0F;
=1 _9
oy Y
? OF
2
=2 =9y
oz y

Ty se rovnaji na R?, coz je jednoduse souvisld mnozina, proto pole F m4
na R? potencidl a integral po uzaviené kiivce (coz zadand ktivka je) je
rovny nule.
Maple:

> fl:=y~2: f£2:=2xxxy:

> diff(f1,y)-diff(£f2,x);

0
Mathematica:
In[1]:= f1=y~2; £2=2xxy;
In[2]:= D[f1,yl-D[f2,x]
OQut[2]= 0O

10



Priklad 7: Zjistéte, zda je vektorové pole
F(z,y,2) = (2,6,5)

potencialni, a vypoctéte kiivkovy integral
= / 7 dr,
c
kde C' je jeden zavit Sroubovice

r =sint, y=cost, z=t, t1 =0, ty=m.

Vysledek: Toto vektorové pole je potencidlni a I = 107.

Navod: Porovnejte ‘93—1;1 a %. Kiivkovy integral vektorového pole, které ma
potencial (nutno ovérit), nezavisi na integraéni cesté.

Postup: Oznacime si slozky pole F} = 2, F5, = 6 a F5 = 5. VSechny jejich
prvni parcialni derivace jsou nulové, tedy plati

OF,  0F,
By oz
OF, _OF
0z Oy
oFy  OF
9r Oz

na R3, coz je jednoduse souvisld mnozina, proto pole F m4 na R® potencial
a integrdl nezavisi na integracni cesté. Proto mizeme misto po Sroubovici
integrovat po usecce spojujici jeji pocatecni bod (1,0,0) a jeji koncovy bod
(1,0,27). Zvolime jeji parametrizaci

Potom

a integrdl je



Poznamka:
V tomto vyjimecné jednoduchém piipadé je snadné integrovat i po plivodni
kiivce, tedy po Sroubovici a dostaneme

27
I= / Fedr = / (B do+Fy dy+Fy dz) = / (2(— sin)+6(cost)+5) dt = 10,
C c 0
tedy stejny vysledek.
Maple:
nejdiive po usecce:
> f1:=2: £2:=6: £3:=b:
> x:=1: y:=0: =z:=t:
> vil:=diff(x,t): v2:=diff(y,t): v3:=diff(z,t):
>  1:=int (f1*v1+f2xv2+f3*v3,t=0..2%Pi) ;
1 := 107
a nyni po Sroubovici:
> f1:=2: £2:=6: £3:=b:
> x:=cos(t): y:=sin(t): z:=t:
> vi:=diff(x,t): v2:=diff(y,t): v3:=diff(z,t):
>  1:=int (f1*v1+f2xv2+£3%v3,t=0..2%P1i) ;
1 := 107
Mathematica:
nejdiive po usecce:

In[1]:= f1=2; f2=6; f3=5;

In[2]:= x=1; y=0; z=t;

In[3]:= v1=D[x,t]; v2=D[y,t]; v3=D[z,t];

In[4]:= i=Integrate[f1xvi+f2%v2+£3*v3,{t,0,2%Pi}]

Out[4]= 10 Pi

a nyni po Sroubovici:

In[1]:= f1=2; f2=6; f3=5;

In[2]:= x=Cos[t]; y=Sin[t]; z=t;

In[3]:= v1=D[x,t]; v2=D[y,t]; v3=D[z,t];

In[4]:= i=Integrate[f1xv1+f2*v2+f3xv3,{t,0,2%Pi}]
Out[4]= 10 Pi

12



Priklad 8: Ovéite, ze vektorové pole
F(z,y) = 2z +y,3y" + )

ma potencidl na néjaké jednoduse souvislé mnoziné G a najdéte potencidl i
mnozinu G.
Vysledek: Pole F' m4 potencial U(z,y) = 2%+ y® + xy na mnoziné G = R?.

Navod: Porovnejte %—1;1 a %. Potencidl U vektorového pole F je takové

skalarni pole U, pro které plati grad U = F.
Postup: Oznaéime si slozky pole F} = 22 +y a Fy, = 3y + x a spocteme
parcialni derivace

o
-1
Jy
2 OF:
2
=2 _1.
ox

Ty se rovnajf na R?, coz je jednodu$e souvisld mnozina, proto pole F' m4 na
R? potencidl. Potencidl mizeme nalézt dvojim zptisobem:

(a) pomoci kiivkového integralu,
(b) feSenim soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Ukazeme si oba zpisoby, nejprve pomoci kiivkového integralu.

(a) Je vyhodné zvolit si integraéni cestu sestavajici ze dvou tusecek rovno-
béznych se soutfadnicovymi osami. Zvolme si pocatecni bod v pocatku
a obecny koncovy bod ozna¢me (Z,7). Potom parametrizace dsecek
01, 02 mohou byt

011 l‘:t, y=0, t1:0, t2:3~3,

pak
de =dt, dy=0,
a
02: 37:.’;3, y:ta t1:0, t2:ga
pak



Pro potencial U plati

U(#,7) / / (Fyda + Fydy) =

z g
_/Fld:v+F2dy +/ Fidz + Fydy) = /2tdt+/(3t2+5:)dt:
0

C>

& g
= [tQ] + [t3 + .%t] =7+ §° + 37
0 0
Takze potencidl je
U(r,y) =2 +y> + 1y +c.
(b) Potenciél lze také najit z podminky
grad U = F,

tedy feSenim soustavy dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic

oU
— =F
ox !
oU
i /)
8y 29
tedy
9 _ 2z +
or y

Integraci prvni rovnice dostaneme
U= /(2x+y) dr = 2° + 2y + k(y).

Zde k(y) nezdvisi na z, ale muze zdviset na y. Najdeme ji pouzitim

az J 2
ay y .

14



tedy
T+k(y) =3y +x

K (y) = 3y
k(y) = /?)y2 dy =v® +c.

Takze potencidl je
Ur,y) =2 +2y +9° +c

Maple:
> fl:=2*x+y: £2:=3*y*y+x:
> linalg[potentiall ([f1,£f2], [x,y],u);
true
> u;

2?2 4+ yr + 93
Mathematica:

In[1]:= f1=2x+y; f2=3y~2+x;
In[2]:= D[f1,y]-D[f2,x]
Out[2]= 0O
In[3]:= x=t; y=0;
In[4]:= v1=D[x,t]; v2=D[y,t];
In[56]:= il=Integratel[f1xvi+f2xv2,{t,0,x1}];
In[6]:= x=x1; y=t;
In[7]:= v1=D[x,t]; v2=D[y,t];
In[8]:= i2=Integrate[fil*vi+f2+v2,{t,0,y1}];
In[9] := u=i1+i2
2 3
Out[9]= x1 + x1 y1 + y1

15



Priklad 9: Ovéite, ze vektorové pole
f(x, y,2) = (y*2*, 22y2®, 3xy®2?)

ma potencidl na néjaké jednoduSe souvislé mnoziné GG a najdéte potencial i
mnozinu G.
Vysledek: Pole F' m4 potencial U(x,y, z) = ry?2® na mnoziné G = R3.

Navod: Porovnejte 281 g 982 9Fy 5 OFs " 0Fy 5 0Fs  potencigl U vektorového

oy or ’ 0z or ’ 0Oz oy °
pole F je takové skaldrni pole U, pro které plati grad U = F.
Postup: Oznaéime si slozky pole Fy = y?23, Fy = 2zy23, F3 = 329?22 a
spoCteme parcialni derivace

oF, 3 oF, 3
=1 _9 =<2 _9

aFl 2 92 8F3 2.2
— =3 — =3

92 yz, o Yz,
OF. OF:
8—,22 = 62y2?, 8—; = 6xyz>.

Vidime, ze
or_on,  om_on  on_on
oy Oz’ 0z 0z’ 0z Oy

na R3, coz je jednoduse souvisld mnozina, proto pole F' mé na R® potencial.
Potencidl najdeme pomoci kiivkového integralu. Je vyhodné zvolit si inte-
gracni cestu sestavajici ze tii isecek rovnobéznych se soutradnicovymi osami.
Zvolme si pocéatecéni bod v po¢atku a obecny koncovy bod oznaéme (z, 7, 2).
Potom parametrizace tusecek C, Cy, C's mohou byt

Cll .I:t, y:(], ZZO, t1:0, tgzj

pak

Cor =2, y=t 2=0, t1=0, =7y,
pak

0
032 CC:.f, y:g, Z:t, t1:0, t2:2



pak
de =0, dy=0, dz=dt.

Takze pro potencidl U plati

—/ Fidz+ Fody+ Fzdz) +/ Fidz+ Fydy+ Fzdz) —I—/ Fidz+ Fody+ Fsdz) =
Cso C3

_0+0+/3 §*t? dt = [~%ﬂ = 7223,
0

Takze potencidl je
Uz,y,2) = xy*2> +c.
Maple:
> fl:=y™2%z73: f2:=2%xxy*xz"3: f3:=3%x*xy~2%z"2:
> 1linalgl[potentiall ([f1,f2,£3], [x,y,z],’u’);

true
> u;
Y223z
Mathematica:
In[1]:= f1=y~2%z"3; £2=2*x*y*z"3; f3=3*x*y 2%z"2;
In[2]:= D[f1,y]-D[f2,x]
Out[2]= 0
In[3]:= D[f1,z]-D[f3,x]
Out[3]= 0O
In[4]:= D[£2,z]-D[£3,y]
Out[4]= 0
In[5]:= x=t; y=0; z=0;
In[6]:= v1=D[x,t]; v2=D[y,t]; v3=D[z,t];
In[7]:= il=Integrate[f1xv1+f2*v2+£3*v3,{t,0,x1}];
In[8]:= x=x1; y=t; z=0;
In[9]:= v1=D[x,t]; v2=D[y,t]; v3=D[z,t];

In[10]:= i2=Integrate[f1*vi+f2*v2+£3*v3,{t,0,y1}];
In[11] := x=x1; y=yl; z=t;

17



In[12]:
In[13]:
In[14]:

v1=D[x,t]; v2=D[y,t]; v3=D[z,t];
i3=Integrate [f1*xv1+f2*v2+f3*v3,{t,0,z1}];
u=il+i2+i3

2 3
Out[14]= x1 y1 =1

18



Piiklad 10: Urcete potencidl homogenniho gravita¢niho pole, které pu-
sobi na téleso o hmotnosti m silou mg, v kartézskych soutradnicich F =
(0,0, —mg).

Vysledek: Potencidl je U = —mgz.

Névod: Hleddme funkci U(z,y, z) spliujici

ou_, oU_, U _

— = — = — = —mg.
Ox ’ oy ’ 0z g

Postup: Integraci tieti rovnice dostaneme U = [ —mgdz = —mgz + c.

7 prvni a druhé rovnice plyne, ze c je opravdu konstanta.

Poznamka:
Ve fyzice se pojem potencidl pouziva pro velicinu —%. Hmotnosti m
se déli proto, aby takto zavedeny potencidl popisoval gravita¢ni pole
nezavisle na hmotnosti zkusebniho télesa m. Znaménko se voli tak, aby
gravitacni sila pusobila na téleso smérem k nizsim hodnotdm potencidlu
(lidove Feceno: télesa padaji dolu a tam maji nizsi potencidlni energii).
Maple:

> linalg[potential] ([0,0,-m*g], [x,y,z],’u’);

true
> u;
—mgz

Mathematica:

In[1]:= Integrate[-mxg,z]
Out[1]= -(g m =)

19



Priklad 11: Ovéite, ze funkce

1

Ue.y.2) = Fampea

je potencidlem vektorového pole

3
2

F=—(z,y,2)/(2* + 9+ 2°)2,

tedy ze

—

F =grad U.

Vysledek: Ano, je to tak.

Navod: Potencidl U vektorového pole F je takové skalarni pole U, pro které
plati grad U = F.

Postup: Spocéteme

o
Oz (22 + y2 + 22)%’
ou y
O (@ +y>+2°)7
v_
0z (24+y2+22)%
Tedy
oU oU oU
grad U = (5o 5 5.) = —(@:2)/ (@ + 97 + ).
Poznamka 1:
Zavedeme-li ¥ = (z,y,2) ar = /22 + y? + 22, lze psit
1
U=-
r
a —
- T
Poznamka 2:

S timto potencidlem a s touto silou (az na ndsobivé konstanty) se setkdme
ve fyzice pii popisu gravita¢niho pole vyvolaného hmotnym bodem a pfi
popisu elektrostatického pole vyvolaného bodovym nabojem.

Maple:

20



> u:=1/sqrt(x"2+y~2+z72):
> 1linalglgrad] (u, [x,y,2]);

vector ([
Mathematica:
In[1]:= u=1/Sqrt[x"2+y~2+z"2];
In[2]:= D[u,x]
X
Qut[2]= -(————————— . )

In[3]:= D[u,y]
Out[3]= - (-————————————— )

x +y +z)
In[4]:= D[u,z]

OQut[4]= -(—————————— . )

nebo najednou pomoci funkce Quter

_ €z _ Y _ 2
(@2+y2+22)%27  (22+4y2422)%/2) (w2ky2+z2)3/2]>

In[1]:= u=1/Sqrt[x"2+y~2+z"2];
In[2]:= Outer[D,{u},{x,y,z}]
x y z
Out[2]= {{-(---mm-mmmmmmmmm ), ~( ), = )}
2 2 2 3/2 2 2 2 3/2 2 2 2 3/2
(x +y +2z) (x +y +z) (x +y +2z2)
nebo pomoci funkce Grad
In[1]:= <<Calculus‘VectorAnalysis®
In[2]:= u=1/Sqrt[x"2+y~2+z"2];
In[3]:= SetCoordinates[Cartesian[x,y,z]];
In[4]:= Grad[u]
x y z
Out[4]= {-(-----=======-—--- ), =( ), —( )}
2 2 2 3/2 2 2 2 3/2 2 2 2 3/2
(x +y +2z) (x +y +2z2) (x +y +2)
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