Retézovka

Abstrakt:
Ukazeme si, Ze Tetéz povéseny mezi dvéma body v homogennim gravitacnim
poli se prohne ve tvaru grafu funkce hyperbolicky kosinus. Odvozeni provedeme
dvojim zpusobem: pomoci rovnovahy sil a pomoci minima potencialni ener-
gie.

1 Pripravy

Funkce hyperbolicky kosinus a hyperbolicky sinus jsou definovany vyrazy

et +e "
coshx = +—
2
sinhx = c-¢
2
Snadno lze ovérit
cosh?z —sinh?z = 1
(coshz) = sinhzx
(sinhz)" = coshz

a pouzitim substituce u = e® a fesenim kvadratické rovnice dostaneme in-
verzni funkce

arccoshz = In(z+va?—-1)

arcsinhz = In(x + Va2 +1)

a jejich derivace
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2 Odvozeni pomoci rovnovahy sil

Uvazujme maly kousek zavéseného tetézu, viz. obrazek.



Silu, ktera pusobi na levy konec tohoto kousku fetézu rozlozime na ho-
rizontalni slozku Fj, a vertikalni slozku F,. Na pravy konec tohoto kousku
fetézu pak pusobi horizontalni sila stejné velka, ale opacné orientovand, a
vertikalni slozka F, + dG, kde dG je tiha kousku fetézu. Uvazujeme ho-
mogenni gravita¢ni pole s tthovym zrychlenim g. Pak je tiha kousku tetézu
dG = gdm, kde dm je hmotnost kousku fetézu. Oznacme délkovou hustotu
fetézu p, potom dm = pdl, kde dl je délka kousku tetézu. Lze-li tvar fetézu
popsat grafem funkce y = y(x), je dl = /1 + y%dx.

Sily na koncich kousku fetézu pusobi v tetném sméru. Ozna¢me vodo-
rovnou soutfadnici levého konce x a pravého konce x 4+ dx. Pak v levém bodé
plati 4 F“ = y'(x) a v pravém bodé FﬁdG =y (z —|— dx) Zména prvni derivace

urcuje druhou derivaci y"(z) = ¥ (z+d$ yie) — Fh dw =2 -V 1+ y". Oznacme
o = 42, pak

y'(x) = /1492
To je diferencidlni rovnice pro neznamou funkci y = y(x). Tu vyfesime

metodou separace proménnych:
dy’
/ 1 + y/2
d /
/ e / adx
/ 1+ y/2

arcsinhy’ = ax+ ¢

= adx

/

y' = sinh(ax + ¢)

1
y = c2+ —cosh(az + ¢p).
a



3 Odvozeni pomoci minima potencialni ener-
gie

Retéz upevnény ve dvou bodech zaujme tvar, kdy celkové potencialni energie

bude miniméalni. Pritom jeho délka zustane konstantni. Jestlize tvar fetézu

lze popsat grafem funkce y = y(z), je element délky di = /1 + y%dx a
celkova délka je

L:/\/l—l—y’?dx,
1

kde 1 a x5 jsou souradnice bodu uchyceni fetézu. Potencidlni energie kousku
fetézu je dW = gydm, kde g je tthové zrychleni, y je vyska elementu fetézu
a dm je jeho hmotnost. Pouzitim délkové hustoty o lze psat dm = o dl, takze
celkova potencidlni energie fetézu je

T2
W = /ggy\/ 14y dx.
z1

Oznacime-li w(f, f') = gof/1+ f? a l(f, f) = /1+ f? je délka a po-

tencidlni energie Tetézu

x2

W) = / w(f. f) dr,

€2

L(f) = / I(f, f) d.

1

Jestlize potencidlni energie W nabyva minima pro funkci f, pak musi funkce
W(e) = W(f + eh) nabyvat minima a tedy mit nulovou derivaci pro &slo
e = 0 pro libovolnou funkci h(z) splaujici okrajové podminky h(z;) = 0 a
h(zs) = 0.

Oznacime-li wy a wy parcidlni derivace funkce w podle prvniho a podle
druhého argumentu, dostaneme (integraci per partes a vyuzitim okrajovych
podminek)

0=W'"0) = /(wfh +wph')dx = /(wfh —wih)dr = /(wf —wh)hdz.
1 1 1
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Kdyby nebylo podminky, ze délka fetézu je konstantni, potom bude tento in-
tegral nulovy pro libovolnou funkci h pouze tehdy, kdyz bude nulova zavorka
(wf —w)) = 0. Tato zdvorka odpovidd gradientu funkee, jejiz minimum
hledame.

Funkce h popisuje zménu tvaru fetézu. Uvazujeme pouze takové zmény
tvaru, které neméni délku tetézu. To predstavuje podminku neboli vazbu
na mozné zmény tvaru fetézu. Tato podminka je dana rovnici L = konst.
Oznaéime-li L(g) = L(f +&h), pak gradient této vazbové funkee je (I; — U).

Hledame-li extrém funkce na mnoziné L = konst, musi byt gradient mi-
nimalizované funkce rovnobézny s gradientem vazbové funkce, tedy musi byt
roven nasobku, zde A nasobku
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Zavedeme

a dostaneme

, /
V14272 = (—zz )
V14 22

A teprve nyni provedeme derivaci na pravé strané a dostaneme

(2 + 22" )WIH 27 - 22 s
1+ 272

V1422 =
a po uprave
14 2% = z2".
Tuto rovnici vyfesime
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To je stejny vysledek, jako jsme obdrzeli odvozenim pomoci rovnovahy sil
(az na jiné oznaceni konstant).

4 Délka retézovky

Délku tetézovky jako grafu funkce

1
Yy = co + — cosh(ax + ¢1)
a



lze spocitat interdlem

T2
L:/\/1+y’2d9§.

Pripravime si
y' = sinh(ax + ¢;)

1 +y” = cosh?(azx + ¢;)
a tedy

i [sinh(ax +¢1)|3?  sinh(axs + 1) — sinh(az; + ¢)

L= /cosh(ozx—l—cl)dx =

1
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5 Jak nalézt parametry

Funkce popisujici tvar zavéseného fetézu obsahuje tfi parametry cy, co, .
Ty lze spocitat, je-li zadan levy krajni bod o souradnicich (zq,y;), pravy
krajni bod o soufadnicich (x9,y9) a délka fetézu L, jako Teseni soustavy
tfech nelinedrnich rovnic

1
Yy = co+ o cosh(axy + ¢1)

1
Yys = Ca+ a cosh(axy + ¢1)

I — sinh(axy + ¢1) — sinh(ax; + ¢)
- :

Tu 1ze napt. pro hodnoty z; = 1, y; = 2, 29 = 3, yo = 3, L = 4 vytesit
numericky pomoci néasledujiciho programu v jazyce Python

#!/usr/bin/env python
from scipy.optimize import fsolve
import numpy as np

x1

y1
x2

y2

I
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mojedelka = 4

def vyska (cl,c2,a,x):
return c2 + np.cosh(a * x + cl)/a

def delka (c1,c2,a,x1,x2):
return (np.sinh(a*x2+cl)-np.sinh(a*xl+cl))/a

def equations(vars):
cl,c2,a = vars

eql = vyska(cl,c2,a,x1) - yi
eq2 = vyska(cl,c2,a,x2) - y2
eq3 = delka (cl,c2,a,x1,x2) - mojedelka

return [eql, eq2, eq3]

# Pocatelni odhady pro prom&nné cl, c2, a
initial_guess = [0, 0, 1]

cl,c2,a = fsolve(equations, initial_guess)

print("cl =", c1)
print("c2 =", c2)
print("a =", a)

from matplotlib import pyplot as plt

X = np.linspace(xl, x2, 100)

plt.plot(x, vyska(cl,c2,a,x), color="red’)
plt.show()

a dostaneme

cl = -3.984420662035002
c2 = 0.44151729966763104
a 2.1199167369587766

Vyslednou kiivku ukazuje nasledujici obrazek.



6 Zaveér

Uka&zali jsme dvojim zpusobem, ze fetéz povéseny v homogennim gravita¢nim
poli se prohne do tvaru grafu funkce hyperbolicky kosinus. Pokud Vas tento
text zaujal, v dobrém ¢i Spatném, budu rad, kdyz mi to date védeét.
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