
Řetězovka
Abstrakt:

Ukážeme si, že řetěz pověšený mezi dvěma body v homogenńım gravitačńım
poli se prohne ve tvaru grafu funkce hyperbolický kosinus. Odvozeńı provedeme
dvoj́ım zp̊usobem: pomoćı rovnováhy sil a pomoćı minima potenciálńı ener-
gie.

1 Př́ıpravy

Funkce hyperbolický kosinus a hyperbolický sinus jsou definovány výrazy

coshx =
ex + e−x

2

sinhx =
ex − e−x

2
.

Snadno lze ověřit

cosh2 x− sinh2 x = 1

(coshx)′ = sinhx

(sinhx)′ = coshx

a použit́ım substituce u = ex a řešeńım kvadratické rovnice dostaneme in-
verzńı funkce

arccoshx = ln(x+
√
x2 − 1)

arcsinhx = ln(x+
√
x2 + 1)

a jejich derivace

(arccoshx)′ =
1√

x2 − 1

(arcsinhx)′ =
1√

x2 + 1

2 Odvozeńı pomoćı rovnováhy sil

Uvažujme malý kousek zavěšeného řetězu, viz. obrázek.
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Śılu, která p̊usob́ı na levý konec tohoto kousku řetězu rozlož́ıme na ho-
rizontálńı složku Fh a vertikálńı složku Fv. Na pravý konec tohoto kousku
řetězu pak p̊usob́ı horizontálńı śıla stejně velká, ale opačně orientovaná, a
vertikálńı složka Fv + dG, kde dG je t́ıha kousku řetězu. Uvažujeme ho-
mogenńı gravitačńı pole s t́ıhovým zrychleńım g. Pak je t́ıha kousku řetězu
dG = g dm, kde dm je hmotnost kousku řetězu. Označme délkovou hustotu
řetězu %, potom dm = % dl, kde dl je délka kousku řetězu. Lze-li tvar řetězu
popsat grafem funkce y = y(x), je dl =

√
1 + y′2dx.

Śıly na konćıch kousku řetězu p̊usob́ı v tečném směru. Označme vodo-
rovnou souřadnici levého konce x a pravého konce x+ dx. Pak v levém bodě
plat́ı Fv

Fh
= y′(x) a v pravém bodě Fv+dG

Fh
= y′(x+ dx). Změna prvńı derivace

určuje druhou derivaci y′′(x) = y′(x+dx)−y′(x)
dx

= dG
Fh dx

= g%
Fh

√
1 + y′2. Označme

α = g%
Fh

, pak

y′′(x) = α
√

1 + y′2.

To je diferenciálńı rovnice pro neznámou funkci y = y(x). Tu vyřeš́ıme
metodou separace proměnných:

dy′√
1 + y′2

= α dx∫
dy′√
1 + y′2

=

∫
α dx

arcsinh y′ = αx+ c1

y′ = sinh(αx+ c1)

y = c2 +
1

α
cosh(αx+ c1).
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3 Odvozeńı pomoćı minima potenciálńı ener-

gie

Řetěz upevněný ve dvou bodech zaujme tvar, kdy celková potenciálńı energie
bude minimálńı. Přitom jeho délka z̊ustane konstantńı. Jestliže tvar řetězu
lze popsat grafem funkce y = y(x), je element délky dl =

√
1 + y′2dx a

celková délka je

L =

x2∫
x1

√
1 + y′2 dx,

kde x1 a x2 jsou souřadnice bod̊u uchyceńı řetězu. Potenciálńı energie kousku
řetězu je dW = g y dm, kde g je t́ıhové zrychleńı, y je výška elementu řetězu
a dm je jeho hmotnost. Použit́ım délkové hustoty % lze psát dm = % dl, takže
celková potenciálńı energie řetězu je

W =

x2∫
x1

g%y
√

1 + y′2 dx.

Označ́ıme-li w(f, f ′) = g%f
√

1 + f ′2 a l(f, f ′) =
√

1 + f ′2 je délka a po-
tenciálńı energie řetězu

W (f) =

x2∫
x1

w(f, f ′) dx,

L(f) =

x2∫
x1

l(f, f ′) dx.

Jestliže potenciálńı energie W nabývá minima pro funkci f , pak muśı funkce
W̃ (ε) = W (f + εh) nabývat minima a tedy mı́t nulovou derivaci pro č́ıslo
ε = 0 pro libovolnou funkci h(x) splňuj́ıćı okrajové podmı́nky h(x1) = 0 a
h(x2) = 0.

Označ́ıme-li wf a wf ′ parciálńı derivace funkce w podle prvńıho a podle
druhého argumentu, dostaneme (integraćı per partes a využit́ım okrajových
podmı́nek)

0 = W̃ ′(0) =

x2∫
x1

(wfh+ wf ′h′) dx =

x2∫
x1

(wfh− w′f ′h) dx =

x2∫
x1

(wf − w′f ′)h dx.
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Kdyby nebylo podmı́nky, že délka řetězu je konstantńı, potom bude tento in-
tegrál nulový pro libovolnou funkci h pouze tehdy, když bude nulová závorka
(wf − w′f ′) = 0. Tato závorka odpov́ıdá gradientu funkce, jej́ıž minimum
hledáme.

Funkce h popisuje změnu tvaru řetězu. Uvažujeme pouze takové změny
tvaru, které neměńı délku řetězu. To představuje podmı́nku neboli vazbu
na možné změny tvaru řetězu. Tato podmı́nka je dána rovnićı L = konst.
Označ́ıme-li L̃(ε) = L(f + εh), pak gradient této vazbové funkce je (lf − l′f ′).

Hledáme-li extrém funkce na množině L = konst, muśı být gradient mi-
nimalizované funkce rovnoběžný s gradientem vazbové funkce, tedy muśı být
roven násobku, zde λ násobku

wf − w′f ′ = λ(lf − l′f ′).

Pro
w(f, f ′) = g%f

√
1 + f ′2

máme
wf = g%

√
1 + f ′2

a

wf ′ = g%f
f ′√

1 + f ′2

podobně pro
l(f, f ′) =

√
1 + f ′2

máme
lf = 0

a

lf ′ =
f ′√

1 + f ′2
.

Rovnici
wf − w′f ′ = λ(lf − l′f ′)

uprav́ıme a vyřeš́ıme takto:

g%
√

1 + f ′2 −

(
g%f

f ′√
1 + f ′2

)′
= −λ

(
f ′√

1 + f ′2

)′
√

1 + f ′2 =

(
f ′√

1 + f ′2

(
f − λ

g%

))′
.
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Zavedeme

z(x) = f(x)− λ

g%

a dostaneme

√
1 + z′2 =

(
zz′√

1 + z′2

)′
A teprve nyńı provedeme derivaci na pravé straně a dostaneme

√
1 + z′2 =

(z′2 + zz′′)
√

1 + z′2 − zz′ z′z′′√
1+z′2

1 + z′2

a po úpravě
1 + z′2 = zz′′.

Tuto rovnici vyřeš́ıme

z′

z
=

1

2

2z′z′′

1 + z′2

(ln z)′ = (
1

2
ln(1 + z′2)′

ln z + ln k = ln
√

1 + z′2

kz =
√

1 + z′2

z′ =
√

(kz)2 − 1

k dz√
(kz)2 − 1

= k dx

arccosh kz = kx+ c3

z =
1

k
cosh(kx+ c3)

y =
λ

g%
+

1

k
cosh(kx+ c3)

4 Závěr

Ukázali jsme dvoj́ım zp̊usobem, že řetěz pověšený v homogenńım gravitačńım
poli se prohne do tvaru grafu funkce hyperbolický kosinus. Pokud Vás tento
text zaujal, v dobrém či špatném, budu rád, když mi to dáte vědět.

Pavel Pokorný
Pavel.Pokorny@vscht.cz

V Praze, 10.května 2014
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