USKALI CISLICOVYCH POCITACU PRI SIMULACI
NELINEARNICH DYNAMICKYCH SYSTEMU

Pavel Pokorny

Soucasné Cislicové pocitace pouzivaji pro uchovdni a zpracovani pfibliznych desetinnych
¢isel dvojkovou soustavu. Pro¢ pravé dvojkovou? Bylo by mozné pouzit jinou, napt. trojkovou

nebo desitkovou soustavu?

Ano, bylo, ale dvojkova soustava je vyhodna pro zjednoduseni konstrukce hardwaru a také
pro omezeni vyskytu chyb, protoZe pravdépodobnost, Ze bude dand hodnota néjaké fyzikalni
veliCiny, kterd se pouZiva pro reprezentaci informace v paméti pocitace, napt. elektrického
napéti, kterd je nutné zatizend Sumem, chybné vyhodnocena, je tim vétsi, ¢im blizsi jsou hod-
noty, tedy tim vétsi, ¢im vice hodnot se pouziva. Dvé hodnoty jsou minimum, pravdépodobnost
chyby je pak nejmensSi. Napf. pfi pouZiti desitkové soustavy by byla vzdalenost sousednich
hodnot ptiblizné desetkrat mensi, tedy pravdépodobnost chyby by byla vétsi. PouZiti dvojkové
soustavy ma ale i zdvazné nevyhody pfi simulaci dynamickych systémd.
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Obr. 1: Prvnich tisic ¢lenti posloupnosti generované chaotickym dynamickym systémem (1).

Uvazujme, dnes jiz klasicky, dynamicky systém

Tnp1 = flzn),  flz) =42(1-2),

s pocatecni podminkou napft.

71 = 1/e = 0,367879.
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Obréazek 1 ukazuje prvnich tisic ¢lend posloupnosti x,, které nabyvaji hodnot mezi nulou a
jednickou zdanlivé nepravidelné. Lze spocitat Lyapunoviv exponent

A=1In2,

takZe se jednd o deterministickych chaos. Ze se opravdu jednd o deterministicky proces se
l1ze snadno pfesvédcit 1 bez znalosti rovnic, z kterych byla postoupnost vypoctena. Staci si
vynést do grafu v roviné body o soufadnicich (x,, z,1) a uvidime, Ze leZi na kfivce, v tomto
ptipadé parabole, coZ je graf funkce, jejiZ iteraci posloupnost vznikla. Potud je vSe v souladu
s ofekdvanim na zdklad€ zkusenosti z teorie dynamickych systémd.

Systém (1) 1ze homeomorfismem

h(z) = sinz(xg), z € (0,1)

prevést na systém
Ynir =9(un),  9ly) =1-[2y—1]. 3)

Snadno se Ize presvédcit, Ze pro z € (0, 1) plati
foh=hog, )

tedy

tedy vlastné

4sin”(23) (1 = sin’(23)) = sin”((1 — 20 = 1])3),
coZ lze vyjadfit grafem na Obr. 2. Pak fikdme, Ze f a g jsou konjugované homeomorfismem A.
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Obr. 2: Komutativni diagram ilustrujici vztah (4). Rikdme, Ze dynamické systémy (1) a (3) jsou
topologicky ekvivalentni.

A tedy plati i
ffoh=hog" n €N, 5)
¢ili
f"=hog"oh! n € N. (6)
Takze libovolnou iteraci f lze vyjadfit pomoci piislusné iterace g a obracené. Specidlné, ma-

li systém (1) periodickou orbitu s periodou p, pak md i systém (3) periodickou orbitu s touz
periodou.
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Obr. 3: Prvnich sto ¢lenid posloupnosti generované chaotickym dynamickym systémem (3). Po
nejvyse 53 iteracich dostaneme pro libovolnou pocate¢ni podminku pii simulaci na ¢islicovém
pocitaci samé nuly. To je nepfiznivy disledek toho, Ze ¢isla jsou v pocitaci uloZzena ve dvojkové
soustavé a toho, Ze derivace funkce g v (3) je (v bodech, kde derivace existuje) presn€ rovna 2.

Jak dopadne numerickd simulace systému (3) na Cislicovém pocitaci? Poc¢atecni podmin-
ce (2) odpovida pocatecni podminka

2 1
Y1 = — arcsin \/j = 0,414879. (7
T e

Obr. 3 ukazuje vysledek simulace systému (3). Prvnich cca 50 iteraci vypadd podobné jako na
Obr. 1. Ale od jistého n jsou hodnoty ¥, konstantni, totiZ nulové. To je piekvapivé, protoze
podle (4) jsou systémy (1) a (3) ekvivalentni. Pfi¢ina je v tom, Ze hodnoty y, jsou uloZeny
v pocitaci jako pfibliZzné desetinnd ¢isla v dvojkové soustavé, viz. Tab. 1.

Zpusob uloZeni ¢isel v paméti pocitace a prace s nimi zaleZi na pouZitém softwaru. V béz-
nych programovacich jazycich, jako je C, Fortran, Pascal atd. se nejcastéji pouziva tzv. dvojita
presnost, kdy je pfiblizné desetinné Cislo uloZeno v semilogaritmickém tvaru pomoci 8 bytd,
tedy 64 bitd. Téchto 64 bitd je rozdéleno do tfech skupin:

e | bit znaménko: 0 znamend plus, 1 znamend minus,
e 11 bitd exponent,
e 52 bitli mantisa (dvojkova mista za desetinnou ¢arkou).

Hodnota ¢isla v tomto semi-logaritmickém tvaru pak je

z = znaménko (1+mantisa) x 26XPonent - 1023



v/ Vs

Vyjimku tvofi ¢islo nula, které je uloZeno jako samé nuly. Napf. na fadku 49 v Tab. 1 vidime:
znaménkovy bit je 0, tedy plus, exponent je 01111111110, = 1022 a mantisa je 115 (dalSich 50
nul nevypisujeme), takZe desetinnd hodnota je

(14 0,115) x 2102271023 — ( 875,
Rozsah 52 dvojkovych mist mantisy znamena relativni presnost

252 - 1016

v/ Wz

tedy cca 16 desetinnych mist a maximalni exponent 2047 znamend, Ze nejvétsi ¢islo v tomto
formatu, s kterym lze pracovat, je ptiblizné

92 % 2204771023 = 4 % 10308’

coZz pro vétsinu aplikaci postacuje. Pro vétsi naroky miZeme pouzit étyfnasobnou piesnost nebo
specidlni software (Mathematica, Maple), tim vSak vyrazné klesa rychlost vypoctu.

Podivejme se nyni na tento nas vysledek z urcitého nadhledu. Pfi vycCislovani pravé strany
dynamického systému (3) se Cislice ve dvojkovém zdpise posouvaji doleva (a pfipadné trans-
formuji) a zprava se dopliiuji nulami. To je zvlastni piipad. Jak to bude vypadat pti simulaci
obecného dynamického systému? K posunu informace z mist daleko za desetinnou carkou
smérem doleva, tedy do mist s vétSim vyznamem, dochdzi u vSech chaotickych dynamickych
systémil. Tento posuv je tim rychlejsi, ¢im je vyssi nejvétsi Lyapunovuv exponent A. Konkrétné
napf. pro A = In 2, coz je nés piipad zde, bude primérna rychlost posuvu jedno dvojkové misto
na iteraci.

To tzce souvisi s citlivou zavislosti na pocatecnich podminkdch. Mald zména pocatecnich
podminek se projevi zprvu zménou v zdpise Cisla nékde daleko vpravo za desetinnou ¢arkou.
V pribéhu Casu se tato zména posunuje doleva, tedy bliZze k desetinné Carce a nabyvd na
vyznamu. To je pravd podstata deterministického chaosu. Jeho vyznam je v tom, Ze mnoho
rozumnych matematickych modeli redlnych fyzikalnich a jinych systému vykazuje pravé tento
typ chovani a je ve velice dobré shodé s nasi béZnou i experimentalni zkuSenosti.

V tomto naSem piipadé dynamického systému (3) nastdva ta vyjimecna situace, Ze pfi po-
sunu informace doleva se ¢islo zprava doplituje nulami. Tim po kone¢ném poctu iteraci, zde cca
52, coz je dano poctem platnych mist mantisy, je celd informace ztracena a nahrazena nulami.
Systém pak ptejde do stavu s periodou 1, tedy do pevného bodu. Toto je vyjimecnad situace,
kterd neni typickd. V obecném pripad€, jako napt. (1), se vétSinou zprava nedopliiuji nuly, ale
Cislice, které jsou sloZitym vysledkem zaokrouhlovacich a jinych chyb.

To se miZe jevit jako dosti pesimisticky dusledek: vysledek simulace chaotického dyna-
mického systému je tedy po malém poctu krokl (zde 52) dan chybami vypoctu a ne fyzikaln{
podstatou studovaného systému.

Skute¢nost neni tak smutnd. Tyto zaokrouhlovaci a jiné chyby vlastné dobfe simuluji ter-
madlni a jiny Sum, pfitomny v kazdém redlném d¢&ji. A 1 v piipad€ redlného systému se malé
fluktuace mohou po jisté dobé projevit makroskopickymi zménami chovani systému. Dulezité
je, aby prava strana dynamického systému dobie popisovala studovany redlny systém. Pokud
tomu tak je, pak rust vlivu malé odchylky bude v redlném systému dobie simulovdn modelem.

Dalsi dobra zprava je stinové lemma (ang. shadowing lemma), které, volné feceno, zarucuje,
Ze 1 pfi nepresné simulaci, tedy kdyZ misto piesné orbity

Tnt1 — f(xn) =0



pocitdme pouze pseudoorbitu
[Zn1 — flaa)| <6,

existuje takova pocatecni podminka, z které vychazi presnd orbita, kterd je v jistém smyslu
blizka nasi napocitané pseudoorbité.



n Un Y, jak je ulozeno v paméti pocitace

T | 0,414879 | 00111111 11011010 10001101 01011110 10101100 10000101 11100001 10111000
2 | 0,829757 | 00111111 11101010 10001101 01011110 10101100 10000101 11100001 10111000
3 | 0340486 | 00111111 11010101 11001010 10000101 01001101 11101000 01111001 00100000
4 | 0,680972 | 00111111 11100101 11001010 10000101 01001101 11101000 01111001 00100000
5 | 0,638056 | 00111111 11100100 01101010 11110101 01100100 00101111 00001101 11000000
6 | 0723887 | 00111111 11100111 00101010 00010101 00110111 10100001 11100100 10000000
7 | 0,552226 | 00111111 11100001 10101011 11010101 10010000 10111100 00110111 00000000
8 | 0,895548 | 00111111 11101100 10101000 01010100 11011110 10000111 10010010 00000000
9 | 0,208903 | 00111111 11001010 10111101 01011001 00001011 11000011 01110000 00000000
10 | 0,417807 | 00111111 11011010 10111101 01011001 00001011 11000011 01110000 00000000
11 | 0,835614 | 00111111 11101010 10111101 01011001 00001011 11000011 01110000 00000000
12 | 0328773 | 00111111 11010101 00001010 10011011 11010000 11110010 01000000 00000000
13 | 0,657545 | 00111111 11100101 00001010 10011011 11010000 11110010 01000000 00000000
14 | 0,684910 | 00111111 11100101 11101010 11001000 01011110 00011011 10000000 00000000
15 | 0,630180 | 00111111 11100100 00101010 01101111 01000011 11001001 00000000 00000000
16 | 0,739640 | 00111111 11100111 10101011 00100001 01111000 01101110 00000000 00000000
17 | 0,520720 | 00111111 11100000 10101001 10111101 00001111 00100100 00000000 00000000
18 | 0,958560 | 00111111 11101110 10101100 10000101 11100001 10111000 00000000 00000000
19 | 0,082880 | 00111111 10110101 00110111 10100001 11100100 10000000 00000000 00000000
20 | 0,165760 | 00111111 11000101 00110111 10100001 11100100 10000000 00000000 00000000
21 | 0331521 | 00111111 11010101 00110111 10100001 11100100 10000000 00000000 00000000
22 | 0,663041 | 00111111 11100101 00110111 10100001 11100100 10000000 00000000 00000000
23 | 0,673918 | 00111111 11100101 10010000 10111100 00110111 00000000 00000000 00000000
24 | 0,652164 | 00111111 11100100 11011110 10000111 10010010 60000000 00000000 00000000
25 | 0,695671 | 00111111 11100110 01000010 11110000 11011100 00000000 00000000 00000000
26 | 0,608657 | 00111111 11100011 01111010 00011110 01001000 60000000 00000000 00000000
27 | 0,782686 | 00111111 11101001 00001011 11000011 01110000 60000000 00000000 00000000
28 | 0434628 | 00111111 11011011 11010000 11110010 01000000 60000000 00000000 00000000

29 | 0,869256 | 00111111 11101011 11010000 11110010 01000000 00000000 00000000 00000000
30 | 0,261488 | 00111111 11010000 10111100 00110111 00000000 00000000 00000000 00000000

31 | 0,522975 | 00111111 11100000 10111100 00110111 00000000 00000000 00000000 00000000
32 | 0,954049 | 00111111 11101110 10000111 10010010 00000000 00000000 00000000 00000000
33 | 0,091902 | 00111111 10110111 10000110 11100000 00000000 00000000 00000000 00000000
34 | 0,183804 | 00111111 11000111 10000110 11100000 00000000 00000000 00000000 00000000
35 | 0,367607 | 00111111 11010111 10000110 11100000 00000000 00000000 00000000 00000000

36 | 0,735214 | 00111111 11100111 10000110 11100000 00000000 00000000 00000000 00000000
37 | 0,529572 | 00111111 11100000 11110010 01000000 00000000 00000000 00000000 00000000

38 | 0,940857 | 00111111 11101110 00011011 10000000 00000000 00000000 00000000 00000000
39 | 0,118286 | 00111111 10111110 01001000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
40 | 0,236572 | 00111111 11001110 01001000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
41 | 0,473145 | 00111111 11011110 01001000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
42 | 0946289 | 00111111 11101110 01001000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
43 | 0,107422 | 00111111 10111011 10000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
44 | 0,214844 | 00111111 11001011 10000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
45 | 0,429688 | 00111111 11011011 10000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
46 | 0,859375 | 00111111 11101011 10000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
47 | 0,281250 | 00111111 11010010 00000000 00000000 00000000 OOOO0O000 00000000 00000000
48 | 0,562500 | 00111111 11100010 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
49 | 0,875000 | 00111111 11101100 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
50 | 0,250000 | 00111111 11010000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
51 | 0,500000 | 00111111 11100000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000

52 | 1,000000 | 00111111 11110000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
53 | 0,000000 | 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
54 | 0,000000 | 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000
55 | 0,000000 | 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 00000000

Tabulka 1: Prvnich 55 hodnot vysledku simulace dynamického systému (3) na cislicovém
pocitaci zapsano v desitkové soustavé (druhy sloupec) a zapsano tak, jak jsou ¢isla zanesena
v paméti pocitace (tfeti sloupec). Vidime, jak se zprava $ifi nuly aZ obsadi vSechna mista man-
tisy.



