Deterministicky chaos
Pavel Pokorny
Ustav matematiky, VSCHT Praha
Pavel.Pokorny@vscht.cz

1  Uvod

Clovéka odpradévna zajimaly jevy, které nebylo snadné predvidat. Pojd'me
se podivat, jaké moznosti nam dava dnesni matematika pro studium zdénlive
tajemnych procesu.
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Obrazek 1: Zavislost hodnot z,, na parametru a ukazuje kaskadu zdvojovani
periody.

Navazeme na Struény ivod do teorie dynamickych systémi, kde jsme
podrobné studovali logistické zobrazeni, tedy kvadratickou funkeci

f(z) = ax(l - x)
a jeji iterace, tedy diskrétni dynamicky systém

Tpt1 = f(xn) (1)



Ukazali jsme si, ze pro rostouci parametr a dochazi nejdiive pii prekroceni
hodnoty a = 1 ke ztraté stability pevného bodu zj = 0 a k ziskéani stability
pevného bodu x5 = 1— % Pak pri prekroceni hodnoty a = 3 dojde k bifurkaci
zdvojeni periody, kdy pevny bod z7 ztrati stabilitu a vytvori se nové stabilni
dvouperiodické feseni. Pak nésleduje kaskdda zdvojovani periody, kdy vzni-
kaji periodicka feseni s periodou rovnou celoc¢iselnym mocninam dvou. To
pékneé ilustruje obrazek [T} ktery si tu pfipomene.

2  Chaoticky rezim
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Obrazek 2: Graf funkce f(x) = 4x(1 — x) (zlutd parabola) a nékolik iteraci
zobrazenych jako posloupnost hnédych tisecek, pro poc¢atecni podminku xy =
0.1

Pojdme se podrobnéji podivat, jak se tento dynamicky systém chova
napi. pro hodnotu parametru a = 4. Muzeme zvolit poc¢atecni podminku,
napi. o = 0.1 a spocitat nékolik iteraci funkce f tak, ze vycislime z; = f(xg)
a vysledek opét dosadime do funkce f atd. viz obrazek [2l Tak dostaneme
posloupnost ¢isel

0.1, 0.36, 0.9216, 0.289014, 0.821939, 0.585421, 0.970813,



0.113339, 0.401974, 0.961563, 0.147837, 0.503924, 0.999938,
0.000246305, 0.000984976, 0.00393603, 0.0156821, 0.0617448,
0.23173, 0.712124,

V této posloupnosti na prvni pohled neni vidét zadny rad. Hodnoty se zdén-
livé nepravidelné stiidaji v intervalu (0;1).

Co kdybychom pocatecni podminku zy = 0.1 trochu zménili, napt. na
xo = 0.101. Protoze je funkce f spojita, tak mald zména argumentu vyvold
malou zménu vysledku. Pak misto

£(0.1) = 0.36

dostaneme

£(0.101) = 0.363196.
Tedy odchylka po prvnim kroku je

dy = £(0.101) — £(0.1) = 0.003196.

A jak se zméni dalsi hodnoty x,,? Jak se bude odchylka vyvijet? Ukazuje
se, ze odchylka roste, zpocatku piiblizné exponencialné, az nabude hodnot
srovnatelnych s x,,, a pak se bude opét nepravidelné ménit. Pro nase hodnoty
pocatecnich podminek 0.1 a 0.101 dostaneme odchylky

0.001, 0.003196, 0.00353866, -0.0119853, -0.0208044,
0.0518508, -0.046187, 0.165431, 0.402255, -0.331785,
0.784794, -0.252599, -0.247297, 0.744443, 0.759524,
0.724604, 0.775396, 0.59935, 0.664465, -0.340003,

2.1 Citliva zavislost na pocatecnich podminkach

Tomuto typu chovani dynamického systému, kdy maléd zména pocatecni pod-
minky roste v case az nabude hodnot srovnatelnych s hodnotami stavové
proménné, se iiké citliva zavislost na poc¢atecnich podminkach a je to pruvod-
ni jev typu chovani, kterému se fiké deterministicky chaos. V populéarni lite-
rature se tomu t1ka motyli efekt, protoze je-li pocasi na Zemi jako dynamicky
systém v chaotickém rezimu, pak nepatrnd zména pocatecnich podminek dnes
(napft. to, kdyz motyl zaméava kiidly) muze znamenat zdsadni zménu pocasi
za pul roku na opacné strané Zemeékoule.



Obrazek 3: Zavislost Lyapunovova exponentu A na parametru a ukazuje
pro a blizké 4 kladné hodnoty A, coz je indikdtor chovani, kterému fikame
deterministicky chaos.

Pojd'me se podivat, jak lze zavislost na poc¢ateéni podmince vyéislit. Tuto
zavislost budeme métit pomoci derivace. Ze vztahu

r1 = f(x0)
plyne
dl’l ,
d_xo = ['(z0)-

Pouzitim pravidla pro derivaci slozené funkce ze vztahu

zy = f(x1) = f(f(20))

dostaneme
dx 2

—— = f'(x1) f'(0)-

dl‘o

Ke stejnému vysledku dospéjeme i takto

d(EQ d$2 d.Tl

—— = ———— = f'(z1) ['(x0).

d330 N dl’l dl'o



A pro obecné n

dxo

dr, ,
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Jestlize chceme popsat, jak se odchylky prumérné zméni v jednom kroku,
vezmeme 7 tohoto sou¢inu n-tou odmocninu. A jestlize vysledek v absolutni
hodnoté zlogaritmujeme a uvazime limitu pro n — oo, dostaneme diilezitou
velicinu, ktera se nazyva Lyapunoviv exponent

A= lim In
n—oo

n—1 n—1
1
/ i - Y — l ! i
i|:0| |f'(2i)] = lim — ;:0 n | (@)

Je to tedy prumérna hodnota logaritmu absolutni hodnoty derivace v jednot-
livych bodech x;. Pozorného ¢tenare jisté napadne, ze Lyapunovuv exponent
A zavisi na pocateéni podmince xy a na hodnoté parametru a. Ano, je to tak,
napi. pro xg = 0 ze vztahu

f(z) =ax(1—2)

dostaneme
a ze vztahu
dostaneme

takze
A=Ina.

Ale pro vétsinu ostatnich pocatecnich podminek je pro vypocet A nutné po-
ctivé pocitat vSechny hodnoty x; a v nich vycislovat derivaci. To lze s vyhodou
dnes provadét na pocitaci. To lze pomoci matematického software spocitat
timto prikazem

ListPlot [Table [{a,Mean[Log [Abs [a*(1-2#)&/@NestList [a*#+(1-#)&,0.1,1001111},{a,0,4,0.001}1]

Program, ktery se da napsat na jedinou radku, se nékdy nazyva oneliner.

N

by tento vypocet mohl vypadat takto



# include <stdio.h>
# include <math.h>
int main()
{
int 1i,j,ni=1000,n3j=1000;
double x,w,a,al=0,a2=4,da=(a2-al)/ni;
for (i=0;i<ni;i++){
a = al + ixda;
w = 0;
x =0.1;
for (j=0;j<nj;j++){
w += log(fabs(ax(1-2%x)));
x = a*x*x(1-x);
+;
w = w/nj;
if('isinf(w) && !isnan(w))printf("%g %g\n",a,w);
};
return(0) ;
} /* main */

Vysledna zavislost Lyapunovova exponentu na parametru a pro nas studo-
vany dynamicky systém ukazuje obrazek [3| Pro nékteré hodnoty parame-
tru a blizké cislu 4 je Lyapunovuv exponent A kladny. To znamena citlivou
zavislost na pocatecnich podminkach a pro nas systém to znamena chovani,
které nazyvame deterministicky chaos.

.....

matiky lze doporucit prace [1] a [2].
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