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Deterministicky chaos -
plod pocitacové fyziky

Pavel Pokorny
Ustav matematiky, VSCHT Praha, Technickd 5, 166 28 Praha 6

Vysvétlime tfi hlavni vyznamy slova chaos: v bézné reli, v fecké mytologii a v teorii
dynamickych systémd. Ddle se soustifedime na deterministicky chaos jako typ
chovdni nelinedrnich dynamickych systému. Uvedeme definice a vysvétlime zdkladni
pojmy a budeme diskutovat vlastnosti a disledky chaotickych reseni. Uvedeme
kvantitativni kritérium pro odliSeni ndhodnych a deterministickych systému. Na zdvér
zminime souvislosti mezi deterministickym chaosem a vytvarnym uménim.

) C‘h‘aosje Zivot, O cem je tento Clanek? To byl ptirozeny diisledek poznani, Ze to, co dnes ozna-
periodicita choroba, O deterministickém chaosu jako jednom typu chovani  ¢ujeme slovem plyn, je vysledek slozitého chovani jeho
rovnovdha smrt. | dynamickych systémi. molekul.

Proc¢ je psan jako rozhovor?

ProtoZe rozhovor je jednim z nejstarsich a nejpfirozené;-
$ich zptisobt sdélovani myslenek. Také proto, Ze ¢tenaf
z otazky rychle pozna, o ¢em je nasledujici text, a miize
si jej precist, nebo preskodit, a vi, kde pokracovat.

Co to znamena chaos?

Slovo chaos se pouziva nejéastéji ve tfech riiznych sou-
vislostech: v fecké mytologii, v béZném smyslu a ve spo-
jeni deterministicky chaos.

Co znamena chaos v fecké mytologii?

Otevreme-li studnici ¢eské vzdélanosti - Ottiv slovnik
nau¢ny z roku 1897 [23], doc¢teme se pod heslem Chaos
o jeho feckém piivodu toto:

Chaos (ydos od yaivw, tedy zejici prostor), u starych
Rekt dle Hésioda prastav viehomira, nez byl vlastné
stvofen a usporadan, kdyz latka veskera jesté v temno-
tach byla zmétena. Potom vznikla Gaia (Zemé) a Erés
(Laska), z Chaosu pak povstaly Erebos (Tma) a Nyx
(Noc), jejichz détmi byly Aithér a Hémerd. Dle uceni
orfikt vSak na po¢atku byl Chronos (Cas), z toho teprve
vznikly Chaos a Aithér.

Jaky je bézny vyznam slova chaos?

Dnes slovo chaos v bézném vyznamu znamend zmatek,
neporadek, nepfitomnost fadu, jednoty ¢ijednotici sily.
Tedy néco nepiijemného a nezddouciho.

Ur¢itym protipélem k chaosu vtomto vyznamu bylo
slovo kosmos (z feckého xdouoo0), které ptivodné zna-
menalo rad, dnes pfevazné prostor, vesmir.

Ze slova chaos vytvoril vlamsky lékaf a chemik Jo-
an-Baptista van Helmont (1577-1644) slovo gas (plyn).

Co to znamena deterministicky chaos?

Tento zdanlivy protimluv je dnes jiz ustaleny odborny
termin oznacujici urcity typ slozitého chovani determi-
nistického dynamického systému. Je to oproti béznému
vyznamu slova chaos ,,dobra zprava“ v tom smyslu, Ze
privlastek deterministicky fika, Ze jsme nalezli urcity
fad, deterministické souvislosti v déji, ktery se diive
jevil jako nesrozumitelny.

Déle budeme slova chaos a chaoticky pouzivat pouze
v tomto vyznamu, nezdtraznime-li jinak.

Co to znamena slozité chovani?

Volné feceno, slozitym chovanim myslime chovani,
které je

B omezené,

B neutuchajici,

B neperiodické.

Co to je dynamicky systém?
Uvazujme systém (napf. mechanicky, elektricky, che-
micky ¢i biologicky), jehoz stav lze za jistych zjednodu-
$ujicich predpokladi popsat v kazdém casovém oka-
mziku f souborem n redlnych proménnych x(t)€ R",
a necht tento jeho stav jednozna¢né vyplyvd ze stavu
v pocatecnim okamziku. Ozna¢me symbolem ¢, () stav
systému v Case t, jestlize jeho stav v ¢ase 0 byl X. Potom
X(t,) =0, _, (X(t,)) bude stav systému v Case t,, jestlize
jeho stav v ¢ase t, byl x(t,). Mnozinu vSech stavii systé-
mu nazyvame stavovy neboli fazovy prostor.
Zobrazeni ¢ : R"xR — R"se nazyva dynamicky sys-
tém na R", jestliZe:
1. ¢,(x) =X pro vSechna xe R". Volné fe¢eno: vyvoj za
nulovy ¢as nic nezméni.
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2. Zobrazeni ¢, :R" - R" je difeomorfismus, tedy
zobrazeni, které je vzajemné jednoznacné, spoji-
té a hladké, a to samé plati i o jeho inverznim zob-
razeni. Volné fe¢eno: urcitému stavu v soucasnosti
piisludi urcity a jediny stav v libovolném okamziku
v budoucnosti i v minulosti (ktery ovSem zavisi na
Case).

3. ¢, 00, =¢,,, provsechnat,se R. Tedy skladanivyvo-
ji odpovidd s¢itani ¢asu.

V praxi se ¢asto misto se zobrazenim ¢ (nazyvanym
také tok) pracuje s vektorovym polem f :R" — R" na
pravé strané soustavy obycejnych diferencidlnich rov-

nic (ODR) i
m = f(x). (1)

Oznacime-li stav systému misto symbolem X slovem
stav a nazveme-li pfedpis, ktery stavu systému ptifazuje
rychlost zmény (hnaci silu), misto symbolem f slovem
fyzika, dostaneme s trochou nadsazky

d stav
dt

=fyzika (stav).

Soustava ODR (1) definuje dynamicky systém se spo-
jitym ¢asem (spojity dynamicky systém), zatimco dife-
rencni rovnice

X1 = F0X,) @

definuje dynamicky systém s diskrétnim casem (dis-
krétni dynamicky systém).

Hovorime-li tedy o vlastnostech dynamického systé-
mu, musime vzdy rozliovat, mame-li na mysli systém
s diskrétnim ¢i se spojitym ¢asem.

Z toku ¢ lze snadno najit pole f pro (1) derivova-
" 40,09
de =

Obraceny postup je slozitéjsi. Je-li pole f v (1)
Lipschitzovské, tj.

Fk>0vx,ye R™|I f(x) - f(y)lIsklIx=yll,

f()=

pak k danému poli f existuje jednozna¢ny lokdlni tok
0 (a tedy i jednozna¢né feseni dané soustavy diferenci-
alnich rovnic), ale az na vyjimeéné jednoduché pripady
jej nelze vyjadrit analyticky. Podobné jako dovedeme
derivovat kazdou hladkou funkci, ale vyjadfit primi-
tivni funkci analyticky je, aZ na vyjime¢né jednoduché
ptipady, nemozné.

Proc¢ se zdiiraziuje, Ze jde

o nelinearni dynamicky systém?

Dynamické systémy, a to plati pro diskrétni i spojité, se
délina dvé disjunktni tfidy: linedrni a nelinearni, podle
toho, je-li zobrazeni f linedrni, ¢i nikoliv. Pfipomerime
definici linedrniho zobrazeni.

Definice. Rikame, e zobrazeni f z vektorového
prostoru do vektorového prostoru je linedrni, jestlize
plati
1. f(ex)=cf(x),

2. f(x+y)=~1T(X)+f(y)

pro véechna X,ye D(f) a pro vSechna ce R.

Linearni systémy (kone¢né dimenze) jsou pomér-
n¢ diikladné teoreticky prozkoumany, ale jejich fese-
ni nemohou vykazovat chaos. Naproti tomu nelinedrni
systémy jsou pro analytické zkoumani obtizné a v fadé
ptipada se musime (zatim) spokojit pouze s numeric-
kou analyzou, kterd silné vyuziva moderni vypocetni

techniku. Pravé proto se této oblasti vénuje tak velka
pozornost az v posledni dobé.

Zdtiraznéme jesté, Ze z praktického pohledu rozdil
mezi linedrnim a nelinedrnim systémem muize zaviset
na volbé rozsahu hodnot. Napt. elektricky zesilovac se
pro mald vstupni napéti mtiZe chovat linearné (vystupni
napéti je pfimo imérné vstupnimu), zatimco pro velka
vstupni napéti se bude chovat nelinedrné (vystupni na-
péti bude omezené napajecim napétim).

Oboru, ktery studuje nelinedrni dynamické systémy,
se Fikd nelinedrni dynamika a zasahuje do aplikované
a numerické matematiky, fyziky, chemie, chemického
inZenyrstvi, biologie, ekonomie a dal$ich obort.

Kde se pojem deterministicky
chaos objevil poprvé?
Poprvé byl pojem chaos v této souvislosti pouzit v praci
[17] s dnes jiz legenddrnim nédzvem -, Period three im-
plies chaos®. Volné fe¢eno: jestlize pro néjakou spojitou
funkci f : R — R v (2) existuje bod X s periodou 3, tedy
bod, proktery plati f (f (f(X))) = X, potom existuji body
s libovolnou periodou.

Neni bez zajimavosti, Ze tento vysledek plyne z obec-
néjii véty, kterou d¥ive nez Li a Yorke dokdzal Sarkov-
skij [28]. Cesky komentaf k této praci vysel v [2].

Jaka je definice deterministického chaosu?

Devaney [6] definuje deterministicky chaos (pro dy-
namicky systém s diskrétnim ¢asem) tfemi podmin-
kami:

1. citlivd zavislost na poc¢ate¢nich podminkach,

2. hustd mnozina periodickych bodt,

3. tranzitivnost.

Co to je citliva zavislost

na pocatecnich podminkach?

Sledujme, co se stane, jestlize nepatrné zménime po-
¢ate¢ni podminku x(0) pro ODR (1), resp. X, pro (2).
Je-li zména mald a je-li prava strana ODR spojita, bude
i zména pravé strany mala, tedy trajektorie vychdazejici
z nové pocdate¢ni podminky bude zpocatku blizka pa-
vodni trajektorii. Budou-li se v§echny takto zménéné
trajektorie (vychazejici z jistého okoli ptivodni pocatec-
ni podminky) drzet blizko ptivodni trajektorie, fikame,
ze je ptivodni trajektorie stabilni.

Naopak citlivou zavislosti na poc¢ate¢nich podmin-
kach nazyvame stav, kdy se libovolné blizka trajektorie
bude vzdalovat. V typickém ptipadé se bude vzdalovat
exponencialné s ¢asem.

Chovani této blizké trajektorie zavisi na sméru, kte-
rym se poc¢ateéni podminka zméni. Existuje-li jak smér,
ve kterém je trajektorie stabilni, tak i smér, ve kterém je
nestabilni, pak takovou trajektorii nazyvdme sedlo. To
je typicky pripad.

Citlivd zavislost na poc¢ate¢nich podminkach ma
fadu zavaznych disledkd, jak pro numerické simulace,
tak pro moznost ptedpovidani chovéni systému.

Zéavérem tohoto odstavce bychom chtéli zduraznit
rozdil mezi
B citlivou zavislosti na pocate¢nich podminkach,

ktera hovofi o rozbihdni trajektorii vychdzejicich ze

dvou blizkych pocate¢nich podminek pro stejnou

volbu parametru, a
B bifurkaci, kterd znamend kvalitativni zménu fazo-

vého portrétu, kdyz vybrany parametr systému pre-

kro¢i kritickou, tzv. bifurka¢ni hodnotu.
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Co to je husta mnozina periodickych bodi?

Periodickym bodem dynamického systému (2) rozu-
mime bod X, pro néjz existuje pfirozené ¢islo k takové,
7e k-t4 iterace bodu X je rovna bodu x, tedy f*(x) = x.

Nejmensi takové ¢islo k se nazyvé perioda bodu x.
Bod s periodou 1 se nazyvé pevny bod. Rikdme, ze
mnozina A je hustd v mnoziné B, jestlize pro kazdé
€ >0 a kazdy bod ye B existuje bod xe A takovy, ze
Ix-yll<e.

Pfiklad: Ukazme si systém s hustou mnozZinou pe-
riodickych bodt. Uvazujme dynamicky systém (nazy-
vany Bernoulliho shift ¢ili posun)

Xou = F(X,), kde f(x)=2xmod1 (3)
pro xe<0;1), viz obr. 1.

A F(x)
1 4

Obr. 1 Bernoulliho shift pfedstavuje elementarni pfiklad
systému s hustou mnozinou periodickych bodu a také
elementarni piiklad deterministického chaosu.

Zapiseme-li ¢islo X e< 0;1) ve dvojkové soustavé, po-
tom s kazdou iteraci funkce f se diky ndsobeni dvéma
vSechny cislice posunou o jedno misto doleva. A diky
operaci mod 1 se vynuluji véechna mista vlevo od de-
setinné ¢arky. UkdZeme, Ze toto zobrazeni md hustou
mnozinu periodickych bodu. Kekazdému y e<0;1) ake
kazdému € >0 vytvorime xe<0;1) tak, aby
1. x byl periodicky bod systému (3), tedy aby urcit4 ite-

race funkce fna tento bod dala opét tento bod; to ale

v ptipadé Bernoulliho shiftu vlastné znamena, ze se

urcita kone¢na posloupnost ¢islic v dvojkovém zapi-

su ¢isla x musi periodicky opakovat, a
2. aby byl bod x bodu y bliZe nez e. K tomu je nutné

a staci, aby se dvojkové zapisy ¢isel x a y shodovaly

na prvnich k mistech, kde k je —In,e zaokrouhleno

nahoru.

Takze ¢islo x vytvorime tak, Ze opiSeme prvnich k
dvojkovych ¢islic ¢isla y a za né tuto stejnou skupinku
¢islic periodicky stale opisujeme. Tak dostaneme bod x
s periodou k, ktery se na prvnich k mistech shoduje s y,
takze je od néj vzdalen méné nez e.

Tento dynamicky systém je dilezity, protoze je to
také elementarni priklad systému vykazujici determi-
nisticky chaos.

Co to znamena tranzitivnost?

Definice: Zobrazeni f : X — X je (topologicky) tran-
zitivni na néjaké invariantni mnoziné Y jestlize orbita
{f" (p)} néjakého bodu p je husta v Y.

Birkhoff dokazal, Ze fje tranzitivnina Y pravé tehdy,
kdyz pro libovolné dvé mnoziny U, V oteviené v Y exis-
tuje kladné n takové, ze f"(U)NV 2 @.

Volné feceno, ze se odkudkoliv (ob¢as) dostaneme
libovolné blizko kamkoliv.

Co to znamena michajici systém?

To je silngjsi podminka: fje michajici, kdyz pro libovol-
né dvé oteviené mnoziny U,V CY existuje n, takové, ze
f"(U)NV =D proviechna n > n,. Volné fe¢eno, obrazy
U se jednou prekryji s V a uz ji nikdy zcela neopusti.

Jsou tyto tfi podminky v Devaneyho

definici chaosu nezavislé?

Nejsou. Napt. Banks et al. [4] dokazali, Ze z tranzitivity
a husté mnoziny periodickych bodu plyne citliva zavis-
lost na pocate¢nich podminkéch.

Co to jsou Ljapunovovy exponenty?
Ljapunovovy exponenty jsou ¢isla, kterd popisuji rozbi-
havost blizkych trajektorii. Zhruba feceno, vzdalenost
blizkych trajektorif je imérna exp(An) pro diskrétni ¢as
a exp(Af) pro spojity cas, kde A je Ljapunoviv exponent.
Kladné A znadi rozbihani, zdporné A znadi ptiblizové-
ni trajektorii. Je-li alespon jeden Ljapunoviv exponent
kladny, je to povazovano za dostateny signdl, Ze se stu-
dovany systém chova chaoticky (pro zvolené pocateéni
podminky a zvolené hodnoty parametr).

Trochu presnéji, pro dynamicky systém s diskrétnim

¢asem X, ,, = f(X,) lze ¢asovy vyvoj odchylky vyjadrit
diferencialem dx,,, = J(x,)-dx,,kde
_ o
T ox,

]
je Jacobiho matice parcidlnich derivaci zobrazeni f. Po-
tom

n-1
dx, =TI (x)-dx,
i=0

jelinedrnizavislost dx na dx,. Tedy obrazem jednotko-
vé koule je elipsoid. Ljapunovovy exponenty jsou sted-
ni hodnoty logaritmu rychlosti riistu jeho poloos
A(dx,) = lim 2 191
enldxg |l

Ty zavisi na volbé dx,. Pro rizné volby dx, dostane-
me tolik Ljapunovovych exponentt, kolik je dimenze
stavového prostoru (tolik poloos mé vy$e zminény elip-
soid). A nejvétsi Ljapunoviv exponent je

Amax = SUPA(dX,).
o

Tuto hodnotu dostaneme pro skoro v§echny volby
dx,. Pro dynamicky systém se spojitym casem
dx
—=f(x
prialt)
lze ¢asovy vyvoj odchylky y(t) = x(t) vyjadrit variac-

ni rovnici

dy .
e J(x(1))- y(©).

Zde zavislost y(t) na y(0) je opét linedrni a tedy ob-
razem jednotkové koule je opét elipsoid. Ljapunovovy
exponenty jsou opét sttedni hodnoty logaritmu rych-
losti rustu jeho poloos

Iy
Iy©@ 1l

a nejvétsi Ljapunoviiv exponent je opét
Amax =SUPA(y(0)).
y(0)

A(y(0)) = lim

1
=In
ToeT
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Tuto hodnotu dostaneme opét pro skoro vSechny
volby y(0). Ur¢ité hodnoty Ljapunovovych exponen-
tu prislusi jedné konkrétni orbité {x,} ., (pro diskrétni
¢as), poprf. jedné konkrétni trajektorii x(f) (pro spoji-
ty cas), tedy urcité poc¢ate¢ni podmince a urcité volbé
hodnot parametrti, pokud zobrazeni f zavisi na para-
metrech.

Vysetiovani zavislosti Ljapunovovych exponentii na
pocate¢nich podminkdch a na parametrech patfi mezi
Casté ulohy, které odhali o systému dtilezité informace
vyuzitelné i z praktického hlediska.

Jak se Ljapunovovy exponenty pocitaji?
Hledéani Ljapunovovych exponent se provadi dvéma
zcela rozdilnymi zptisoby podle toho, je-li znam dyna-
micky systém, nebo ne:

1. Je-li zndm model, miZeme pouzit postup uvedeny
v predchozi ¢asti, tedy numerickou integraci variaé-
nich rovnic spolu s ptivodni soustavou ODR v pfi-
padé spojitého ¢asu, nebo ndsobeni Jacobiho matic
v pripadé diskrétniho ¢asu.

2. Neni-li znam model a méame k dispozici pouze expe-
rimentalni data napf. v podob¢ ¢asové fady, musime
nejprve pouzit metodu zpozdéni pro rekonstrukei
atraktoru a potom pocitat Ljapunovovy exponenty
porovnanim zmén vzdalenosti blizkych bodu a je-
jich nésledovniki.

Zde se budeme zabyvat pouze pfipadem, kdy je mo-
del zndm.

Miizeme si uvést néjaky priklad?

Spoctéme Ljapunoviiv exponent pro systém (3). Protoze
se jedna o jednorozmérny systém, ma jediny Ljapuno-
viv exponent. A protoze f’(x) =2, je Ljapunoviv ex-
ponent A = In 2 nezavisle na po¢ate¢ni podmince. Tento
systém nemd parametry, takze nelze vySetfovat zavis-
lost Ljapunovovych exponentl na parametrech.

Jesté jeden priklad?
Uvazujme plyn pti pokojové teploté za normalniho tla-
ku uzavieny v nddobé tvaru kvadru, viz [8]. Jeho mo-
lekuly vzéjemnymi srazZkami neustdle méni své polohy
arychlosti. Odhadnéme nejvétsi Ljapunovuv exponent
Amax 0dpovidajici dynamice jejich vzéjemnych srazek.
Predpokléddejme pro jednoduchost, Ze molekuly plynu
jsou identické koule. Bylo by sice zajimavéjsi uvazovat
dvouatomarni plyn, protoze to je blize vzduchu, ve kte-
rém zijeme, ale nam zde bude stacit toto hrubé priblize-
ni pro alespon fddovy odhad Ljapunovova exponentu.
Srdzku dvou molekul popiseme v takové souradné
soustavé, kde je jejich spole¢né tézisté v klidu a v po-
¢atku soustavy. Z obr. 2 1ze odvodit zavislost thlu «,
ve kterém je zalomena draha molekuly, na vzdalenosti
b sttedu molekuly od piimky prochazejici poc¢atkem
a rovnobézné s rychlostmi molekul pred srazkou

. 2b
a=T —2arcsmF,

kde d je prumér molekuly.

Malé zména 8¢, sméru drahy jedné molekuly se
po sttedni volné draze | =10° m molekuly mezi dvé-
ma srazkami projevi jako db = I8¢y, a tato zména se po
srazce projevi jako nova zména thlu

4]

- sb-2sp-sa,
d|sino /2] d d

o,

takZze po n srazkach bude odchylka

—®

Obr.2 Dvé molekuly (a) pfed srazkou, (b) pii srazce, (c) po srazce.

do, = [i:l) doL,.

Oznadime-li stfedni dobu mezi dvéma srdzkami
|
T, =—
1 s
v

N
m

je stiednikvadratickd rychlost molekul, kg = 1,38x107%
J/K je Boltzmannova konstanta, T = 300K je absolut-
ni teplota, m =5x107 kg je hmotnost jedné molekuly,
d =107 m je préimér molekuly, p=3x10”® m™ je pocet
¢astic na jednotku objemu, bude nejvétsi Ljapunovuv
exponent

kde

da, |~ %In %I ~5x10° nat/s.

-1
 =lim—In|

A
Ll (1 Vo'

m
0

Jednotka nat znaci, ze jsme pouzili pfirozeny loga-
ritmus - kdybychom pouzili dekadicky logaritmus, byl
by vysledek v digits/s.

Jaky je rozdil mezi disipativnim

a konzervativnim systémem?

Mame-li deterministicky dynamicky systém, napf.
soustavu obycejnych diferencialnich rovnic, potom je-li
prava strana ODR Lipschitzovska, z kazdé pocate¢ni
podminky - z kazdého bodu ve faizovém prostoru - vy-
chazi pravé jedna trajektorie — kfivka ve faizovém pros-
toru. Uvazujme nyni malou kouli pocate¢nich pod-
minek a jeji vyvoj v ¢ase. Tento utvar, ptivodné koule
v ¢ase 0, se bude s casem deformovat. Diilezitd otazka je,
jak se méni s ¢asem t objem V(t) tohoto utvaru

av_

o 3§ f-dS= j div f dv.

S() V()

Dynamické systémy, pro které je tento objem v ¢ase
konstantni, tedy pro které je div f = 0, se nékdy nazy-
vaji konzervativni. Sem patfi napt. hamiltonovské sys-
témy. Tyto systémy se objevuji jako modely mechanic-
kych systémii, kde neuvazujeme disipaci energie tfenim
(energie je tedy zachovana, angl. conserved - odtud na-
zev konzervativni), a pouZivaji se pfi popisu mikrosko-
pickych systému a také pfi studiu nebeské mechaniky.
Ve skute¢nosti vzdy k disipaci energie dochazi (napft.
v pfipadé nebeské mechaniky slapové sily vyvolavaji
ptiliv a odliv, ¢imzZ je ¢ast mechanické energie disipo-
vana).

Naproti tomu u modeld, které popisuji systémy s lid-
skymi méritky, byva div f < 0.

Takovéto systémy se nazyvaji disipativni a objem
sledované oblasti fadzového prostoru s ¢asem klesa
k nule.
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Co to je atraktor?

Zhruba Feceno, atraktor je mnozina ve fizovém prostoru,
ke které jsou pritahovény (atrahovany) trajektorie. Pres-
néji: je to mnozina, kterd spliuje tyto tfi podminky:

B Je invariantni, tzn. Ze trajektorie, kterd v této mno-
Ziné zacina, ji neopusti.

B M4 oblast pritazlivosti, tj. otevienou mnozinu tako-
vou, Ze trajektorie, které v této mnoziné zac¢inaji, se
priblizuji k atraktoru.

B Je nerozloZitelna, tzn. Ze nema vlastni podmnozinu
(tj. podmnozinu, ktera se nerovna této mnozing),
ktera spliuje vy$e uvedené dvé podminky.

Dany dynamicky systém mizZe mit jeden nebo vice
koexistujicich atraktort. Kazdy atraktor pak ma svoji
oblast pritazlivosti. Ke kterému z moznych atraktori
se urcitd trajektorie bude ptibliZovat, zavisi na poca-
te¢nich podminkach.

Opakem atraktoru je repelor, tedy mnoZina, od které
se trajektorie vzdaluji. Pfi inverzi ¢asu prejde atraktor
na repelor a naopak.

Pokud je invariantni mnozina stabilni pouze v ur¢itém
sméru a v jiném sméru nestabilni, pak se nazyva sedlo.

Co to je fraktal?

Volné feceno, fraktil je mnozina, kterd ma velice ¢le-
nitou hranici. KdyzZ se na tuto hranici podivime v jem-
néjsim métitku (dnes se fika, Ze provedeme zoom), tak
objevime dal$i detaily, které mohou byt podobné pu-
vodnimu obrazu. Proto se takovym mnozinam také
fikd samopodobné (self-similar).

Jak souvisi fraktaly a chaos?

Pfi studiu dynamickych systémi se casto setkame
s fraktaly ve dvou rtiznych piipadech:

B Atraktor chaotického dynamického systému muze
(ale nemusi) byt fraktdlem.

B Pfistudiu zavislosti typu chovani dynamického sys-
tému na vybranych parametrech systému nebo na
pocateénich podminkach mize mnozina v parame-
trickém prostoru, kterd odpovida danému typu cho-
vani, mit fraktalni strukturu.

Jak vznika fraktalni atraktor?

Pro chaotické chovani je typicka citliva zavislost na po-
¢ate¢nich podminkach. Takze nase koule ve fazovém
prostoru se bude vjednom (nebo vice) smérech roztaho-
vat a v jinych smérech naopak smrstovat. Pocet sméru,
ve kterych se roztahuje, je roven po¢tu kladnych Ljapu-
novovych exponenttl. V pripadé modelu redlnych fy-
zikdlnich systémi je vyvoj omezen v jisté ohranic¢ené
¢ésti fazového prostoru. Potom vedle roztahovani musi
dochazet ke skladani (angl. stretching and folding). To
je schematicky znazornéno na obr. 3.

N—)

Obr.3 Schematické znazornéni roztahovani a skladani ve fazovém prostoru. Mala koule
pocatecnich podminek se roztahuje v nékterych smérech a soucasné smrstuje v jinych
smérech. Pfitom se tento Utvar ohyba a sklada tak, ze vyplIni podobnou ¢ast fazového
prostoru jako pavodni koule, ale fidceji — prostfedni ¢ast chybi. Tento proces se
neustéle opakuje, ¢imz vznika fraktalni struktura.

Pfijednom takovém kroku dostaneme utvar, ve kte-
rém v prafezu chybi prostfedni ¢ast o relativni velikosti
g, napt. 33%. V dal$im kroku ze zbyvajicich krajnich
Casti opét zmizi jejich prostfedni ¢ast o relativni veli-
kosti g atd. Po nekone¢né mnoha takovychto krocich
vznikne Gtvar, ktery se nazyva Cantorova mnozina.

Spoctéme si kapacitni dimenzi Cantorovy mnoziny,
kterou dostaneme z jednotkové tsecky tak, ze pii kaz-
dém kroku odstranime z kazdé souvislé ¢asti prostfedni
dil o relativni velikosti g.

Dimenzi linearniho vektorového prostoru lze defi-
novat jako pocet prvka baze. Napf. dimenze pfimky
je 1, dimenze roviny je 2. Kapacitni dimenze (angl.
capacity dimension nebo také box counting dimensi-
on) dané mnoziny je zobecnénim pojmu dimenze né-
sledujicim zptisobem. Necht N(e) je nejmensi pocet
hyperkrychlicek o hrané e nutnych pro pokryti dané
mnoziny.

Napf. pro pokryti jednotkové usecky tseckami
o délce ¢ je tfeba alespoii N(¢)=1 téchto malych use-
&ek. Rikdme, ze tise¢ka mé dimenzi 1. Pro pokryti jed-
notkového ¢tverce malymi ¢tverecky o délce hrany ¢ je
tieba alespott N(¢) = (1)’ téchto malych étvereckd. Ri-
kame, Ze ¢tverec ma dimenzi 2. Pro pokryti jednotkové
krychle malymi krychlickami o délce hrany ¢ je tfeba
alespoii N(e)=(2)° téchto malych krychli¢ek. Rikame,
ze krychle ma dimenzi 3.

Kapacitni dimenze je definovdna jako exponent ve
vztahu mezi nutnym poc¢tem N malych hyperkrychli¢ek
o délce hrany ¢ a jejich hranou ¢

CEHE
D= lim M),

4
e-0+ —|n¢g ( )

Vratme se zpét k nasi Cantorové mnoziné. Po n dé-
lenich je tfeba N =2" tsecek o délce

ef{kq)
2

takze jeji kapacitni dimenze je

tedy

. InN - In2" In2
D =lim | - =1lim T2 In—a)
n—e —|n n—eo _ — —
€, _In(l q) n2-In(1-q)
2
Napt. pro q=1/3 dostaneme

D= In2 =0,63093.
In3

Nabizi se otdzka, jakd bude dimenze utvaru, ktery
vznikne z secky tak, Ze v kazdém kroku odstranime
cast, kterd neni prostiedni. Jesté obecnéji miizeme uva-
zovat mnozinu, kterd se sklada z m podmnozin, pti-
¢emz k-td podmnozina je r-krat zmensena verze pu-
vodni mnoziny. Pro ptibliZzeni, v nagem predchdzejicim
prikladé Cantorovy mnoziny jsme méli m = 2 a poméry
zmen$eni byly
2
gy

Hleddme dimenzi D, pro kterou plati (4). Pro pokryti
k-té podmnoziny hyperkrychlickami o hrané ¢ je zapo-
tfebi prave tolik hyperkrychli¢ek jako pro pokryti celé
mnoziny hyperkrychlickami o hrané r,e, tedy

1 D
M:[)
re

L=
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Soucet téchto ¢isel je pocet hyperkrychli¢ek nutnych
pro pokryti celé mnoziny, tedy

Sl

a tak dostavame vztah

m 1 o
S[2]
k=1 rk
z néhoz 1ze ur¢it dimenzi i v tomto obecném piipadé.

Jak souvisi dynamika a fraktalni atraktor?

Odvodme kvalitativni vztah mezi ¢asovym popisem
chaoti¢nosti dynamického systému, tedy Ljapunovo-
vymi exponenty, na jedné strané a statickymi geome-
trickymi vlastnostmi traktoru, tedy jeho kapacitni di-
menzi, na strané druhé. UvaZzujme pro jednoduchost
trojrozmérny dynamicky systém se spojitym Casem se
tfemi Ljapunovovymi exponenty:

B ), >0 (ten souvisi s citlivou zavislosti na poc¢ate¢nich
podminkach);

B ), =0 (ten odpovida zméné poc¢ite¢ni podminky ve
sméru trajektorie);

B ); < 0 (ten souvisi se smrstovanim).

Pro disipativni systém bude A, + 1; < 0.

Uvazujme vyvoj po takovy ¢as T, aby exp(A,T) = 2,
tedy aby se ptivodni mnozina pocate¢nich podminek
roztahla dvakrat. Za tuto dobu se ve sméru odpovida-
jicim smrstovani vytvori skladanim uprostfed mezera

7 Xy e 7 Xy

o relativni §ifce g a dvé postranni ¢dsti o relativni $ifce
1—
Tq =exp(A,T).

Takze g =1 - 2 exp(A;T) a kapacitni dimenze atrak-
toru bude

In2 o4 In2 o A

D=2+ = =2+
In2-In(2exp(A,T)) AT (4,1

Dvojka, kterou pfiddvame, odpovidd dvéma dal-
$im smértim (smér trajektorie a smér rozpinani). Tento
vztah se nazyva Kaplanova-Yorkova domnénka a uvadi
do souvislosti statické vlastnosti atraktoru vyjadrené
dimenzi a dynamické vlastnosti vyjadfené Ljapunovo-
vymi exponenty.

Musi byt podivny atraktor

chaoticky a naopak?

Atraktory, které maji necelo¢iselnou dimenzi, se nazy-
vaji podivné (angl. strange) atraktory. Atraktory dyna-
mickych systému s citlivou zavislosti na pocate¢nich
podminkach se nazyvaji chaotické atraktory. Protoze je
Casty ptipad, kdy je atraktor jak podivny, tak chaoticky,
byvaji tyto dva pojmy ¢asto zaménovany. Pfesto existuji
i podivné nechaotické atraktory [24, 25].

Jak vznikaji fraktaly
v parametrickém prostoru?
Uvazujme napf. diskrétni dynamicky systém se dvéma
parametry
X = Fop (X)), 2

f.o(X)=asin(mx) +b.

kde

Pro a = b =0 ma tento systém jediny pevny bod x =0,
ktery je stabilni. Pfirostoucim parametru a ztrati pevny

0 1 2 3

Obr.4 Zavislost Ljapunovova exponentu systému (5) na parametrech aa b

bod x = 0 stabilitu, kdyz parametr a prekro¢i kritickou
hodnotu a, =1 =0,31831, a dojde k bifurkaci typu vi-
dlicka (pitchfork bifurcation). P¥i ni vlastni ¢islo linea-
rizovaného systému (derivace funkce f) opusti jednot-
kovou kruznici v bodé z = 1. Vznikne dvojice novych
pevnych bodu, které jsou stabilni.

Pfi dal$im zvétSovani parametru a dojde k bifur-
kaci zdvojeni periody (period doubling bifurcation) pti
prekroceni kritické hodnoty a, =0,719962. Pfi této
bifurkaci vlastni ¢islo linearizovaného systému opus-
ti jednotkovou kruznici v bodé z = -1, tyto dva pevné
body ztrati stabilitu a zkazdého z nich se odvétvi kiivka
dvouperiodickych bodu.

a

o[

18+

16+

14+

12+

16 18 2 2,2

2,4

Obr.5 Vytez z obrazku 2 ukazujici fraktalni strukturu v parametrickém prostoru
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Nisleduje Feigenbaumova kaskdda zdvojovéni peri-
ody a oblast deterministického chaosu. P¥i dal$im rastu
parametru a se stfidaji okna s periodickym a chaotic-
kym rezimem.

Pevny bod je feSenim rovnice f, (x)=x.

Je-li navic f’,,(x) =0, nazyva se takovy pevny bod
superstabilni. Jeho Ljapunoviiv exponent

.
A=1lim=>) In| f'(x
fim 5 X In1 10,1

je A =—co.Snadnolze odvodit, Ze tyto superstabilni pev-
nébody naseho dynamického systému odpovidaji para-
metrim, které splnuji podminku

bia:k+%, ke Z.

Tato podminka popisuje v parametrickém prostoru
a - b jakousi m¥izku tvofenou dvéma soustavami rov-
nobéznych primek.

Vyneseme-li zavislost Ljapunovova exponentu na para-
metrech a a b, dostaneme obr. 4. Ten ma fraktdlni struktu-
ru, kterou Ize pozorovat pii zobrazeni detailu na obr. 5.

Proc fraktaly tak lahodi lidskému oku?

Protoze jsou casté v pfirodé, zejména v zivé prirodé:
koruny stromti, kofeny rostlin, cévy v lidském téle,
struktura nasich plicnich sklipku - to jsou ptipady, kde
ptiroda dociluje velkého povrchu pfi malém poctu sta-
vebnich kament strukturou, kterou (na jistém rozsahu
méritek) 1ze povazovat za fraktalni.

Vyskytuji se fraktaly vuméni?
Fraktdlni struktura je lidskému oku pifijemna tim, Ze
kdyz se podivame zblizka, mdme stéle co objevovat.

A proto se fraktaly objevuji s oblibou i ve vytvarném
uméni. Jednim z nejznaméjsich malif, ktery se vydal
timto smérem, je Maurits Cornelis Escher (1898-1972)
[7], viz obr. 6; z ¢eskych maliit Franti$ek Kupka (1871-
1957), viz obr. 7.

Setkame se s chaosem v bézném zivoté?

S citlivou zavislosti na po¢ateénich podminkdch, typic-
kou pro deterministicky chaos, se setkdvaime na kaz-
dém kroku. Vétsinou je to vysledek kladné zpétné vaz-
by, tedy déje, kdy jista odchylka mé za ndsledek dalsi
rtst této odchylky.

Obr.6 Obrazy M. C. Eschera pfipominaji fraktalni mnoziny.

Obr.7 Franti$ek Kupka, rodak z Opo¢na, byl jednim z prvnich
ceskych malif, v jejichz dilech se objevuiji fraktalni
motivy.

Napt. podnikatel, ktery ma na zac¢atku jen o trochu
vét$i kapital nez jeho konkurent, si miiZze dovolit nakou-
pit dokonalejsi technologii. Tim md vétsi produktivitu
prace, vétsi zisk, tim si mtize dovolit jesté dokonale;jsi
technologii, tim ma jesté vétsi zisk atd.

Nebo predstavte si polni cestu. Utvori-li se na ni ma-
linkd jamka, bude v ni po desti malinka kaluzZ. Projede
po ni automobil a tuto malinkou kaluz vy$plouchne.
Tim prohloubi jamku. Pti dal$im desti se v ni vytvori
vétsi kaluz, dalsi automobil vy$plouchne vice blata, tim
se jamka dale prohloubi atd.

Néco podobného se odehrava i ve vztahu dvou lidi,
napf. studenta a studentky. Vznikne-li mezi nimi na-
klonnost malinko vétsi nez mezi ostatnimi, budou vice
vyhledavat spole¢né chvile. Tim se vice poznaji, pro-
hloubi se jejich vzajemna néklonnost atd.

Podobnou nestabilitu vykazuje i lidska spole¢nost
jako celek v otdzce vyzbrojeni. Jeden ndvrh na reSeni
problému nasili a valek dava pacifismus: bylo by to kras-
né, kdybychom znic¢ili vSechny zbrané. Pak by kone¢né
zavladl mir. Tento stav by ale byl nestabilni: kdyby si
néktery jedinec ¢i skupina lidi pofidili malou zbran, zis-
kali by malou pfevahu nad okolim, mocenskou i hmot-
nou. Tim by si mohli dovolit poridit vétsi zbran a tim
by ziskali vétsi pfevahu atd.

Na chaosu je krasné, Ze touto citlivou zavislosti na
pocate¢nich podminkach, timto roztahovanim ve fizo-
vém prostoru pribéh nekonéi. Vzapéti nastava skladani
a déj se opakuje, ale nikdy ne stejné.

Jaké jsou dusledky chaosu na
predpovidatelnost?

Citliva zavislost na podate¢nich podminkach predsta-
vuje omezeni moznosti ¢init predpovédi. Jestlize je nej-
vétsi Ljapunoviv exponent systému A, >0 a zndme-li
soucasny stav systému s presnosti ¢ pak nepfesnost
roste exponencialné s Casem

initial>

et zsinitial exp(ﬂ’maxt)*

Pozadujeme-li pfedpovéd stavu systému s presnosti
€hnal 2 Cas £, nemuiZe byt tento Cas véts$i nez

_ 1 I Efinal
oy = n :
A
‘max Einitial

To je zdsadni omezeni, o kterém se v soucasnosti
mini, Ze je nelze obejit.
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Co to je efekt motylich kridel?

Citliva zavislost na poc¢ate¢nich podminkach ma4 jesté
dalsi dasledky. Nejenze mald chyba urceni pocéate¢ni-
ho stavu preroste pozadovanou chybu predpovédi, ale
i sebemensi odchylka stavu se v kone¢né dobé projevi
jako odchylka srovnatelna s velikosti stavovych veli¢in.
Tomu se nékdy rika efekt motylich kridel. V literatute to
byva ilustrovano na hypotetickém ptiklad¢, kdy zména
proudéni vzduchu zptsobend mévnutim motylich kii-
del se za kone¢nou dobu muiZe projevit ni¢ivou boufi na
druhém konci zemékoule.

Ja si dovoluji nabidnout pfijemnéjsi ilustraci: mav-
nuti kfidel jedné babocky (viz obr. 8) na druhém konci
zemékoule zpusobilo, Ze dnes se ve vasem mésté ne-
vyskytla ni¢iva boure a vy si muzete v klidu ¢ist tento
¢lanek.

Kde konci determinismus (a za¢ina nahoda)?

Ulohy z teorie nelinedrnich dynamickych systémt ob-
vykle patti do jedné ze dvou velkych ttid:

B Miame k dispozici model ve tvaru diferencidlnich
nebo diferen¢nich rovnic sestaveny pomoci fyzi-
kalnich a jinych zakont na zakladé nasich znalosti
o studovaném problému. Potom mtiZeme vy$etfovat

Obr. 8 Vanessa virginiensis (americka babocka), motyl, ktery vam mozna zachranil Zivot. Pro¢?
Protoze kratce pred vyfotografovanim Kennethem Dwainem Harrelsonem 4. ¢ervna
2007 zamdval kfidly, a tim moznd odvratil ni¢ivou boufi ve vadem mésté pravé dnes.

vlastnosti feSeni tohoto modelu napft. v zavislosti na
pocate¢nich podminkach ¢i parametrech a porovna-
vat numerické vysledky z modelu s experimentalné
naméfenymi udaji.

B Model nezndme, mame k dispozici pouze expe-
rimentalni data, napf. ve tvaru ¢asové rady jedné
nebo vice fyzikdlnich veli¢cin méfenych v zavislosti
na case.

V tomto druhém, obtiznéj$im ptipadé musime nej-
prve rozhodnout, lze-li ¢asovou fadu povazovat za vy-
stup z néjakého deterministického dynamického sys-
tému, nebo zda jde o vysledek déje prili§ slozitého na
to, abychom byli schopni jej popsat deterministickym
systémem - pak takovy d¢j nazyvame nahodnym ne-
boli stochastickym, nékdy Sumem. Zdtiraznéme, Ze na-
hodnost neni vlastnost systému samotného, ale je to
vlastnost dvojice: systém a pozorovatel. Systém, kte-
ry se jednomu pozorovateli mtize zdat nahodny, tedy
prekracujici jeho schopnosti detekovat deterministic-
ky ptivod, se muze jinému pozorovateli jevit jako de-
terministicky, naptiklad proto, ze ma k dispozici vice
informaci.

To 1ze dolozit tfeba détskou hrou na rozpocitavani.
Jisté to znate: En-ten-ty-ky dva Spa-li-ky, cert vy-le-tél
z e-lek-tri-ky... Je-li dn pocet osob a pocet slabik bas-
ni¢ky, pak volbou osoby, na kterou padne prvni slabika,
je jednozna¢né ddna osoba, na kterou padne posledni
slabika. To si déti neuvédomuji. Dospéli si to uvédomuji,
a proto hraji jiné hry. Neni to tak ddvno, kdy na témér
kazdém ceském nadrazi bylo mozné spatfit skorapkare
- muze s malym stolkem, na némz mél nékolik kelimka
dnem vzhiru. Pod jednim z kelimki byla mala kulicka.
Na zacatku kelimek obritil, aby vam ukazal, kde je ku-
licka. Pak kelimky chvili rychle pfemistoval po stolku,
a poté vas vyzval, abyste ukazali na kelimek, pod nimz
je kulicka. Pred obrdcenim kelimku mu date néjakou
velkou bankovku. Kdy?z je kuli¢ka pod kelimkem, ktery
obritite, dostaneme dvojnésobek své sazky. Kdyz neni,
nedostanete nic. Do dne$ka mi neni jasné, jestli jsem
tenkrat prohral 500 korun, protoze jsem nedéaval dost
pozor, nebo jestli skofdpkar podvadél.

Podivejme se podrobnéji na hranici mezi determi-
nismem a nahodilosti. Zjednodus$ené feceno, o deter-
ministické dynamice hovorime, jestliZe blizké stavy sys-
tému maji podobné nésledujici vyvoje. Abychom ziskali
blizké stavy, musime mit k dispozici dostate¢ny pocet
bodi. Napft. abychom mezi body priblizné rovnomérné
rozloZzenymi na tsecce jednotkové délky ziskali dosta-
tek dvojic bodii blizsich nez ¢, musime mit alespon

N =t

€
bodil. Tento pocet roste s dimenzi: abychom ziskali
mezi body priblizné rovnomeérné rozlozenymi na jed-

notkovém ctverci dostatek dvojic bodt blizsich nez e,
musime mit alespon

bodu.

Kolik potfebujeme bodt, chceme-li odhalit determi-
nistickou dynamiku systému s diskrétnim ¢asem s nej-
vét§im Ljapunovovym exponentem A, tedy systému, ve
kterém se body vzdalené ¢ pti jednom kroku zobrazi
na body vzdalené ¢ exp A? Potfebujeme tolik bodi, aby-
chom ziskali dvojice bodii natolik blizké, Ze i po jednom
kroku budou blizké, tedy

eexpi <1,

1>exp7»,
&

[1] > exp(AD),
&
N >exp(AD). 6)

Toto je vztah zasadniho vyznamu pfi posuzovani
mezi deterministickymi a tzv. ndhodnymi déji. Je-li di-
menze D problému dostate¢né nizkd a je-li chaoti¢nost
systému (vyjadiend nejvétsim Ljapunovovym exponen-
tem) dostate¢né mald, pak 1ze pozorovat deterministic-
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ky pavod signélu. Je-li v§ak dimenze problému vysokd
(jak je tomu v ptipadé mnoha systému z redlného svéta)
a je-li chaoti¢nost vysokd, je nemozné z malého poétu
bodi vy¢ist zakonitosti, které davaji vzniknout studo-
vanému signalu. Napf. pro A = 10 a D = 10 je pozadavek
N >exp100 =10* zcela mimo soucasné (a asi i budou-
ci) moznosti.

Dokonce i v ptipadé, Ze je D nizké, ale A vysoké nato-
lik, Ze jejich soudin je vysoky, je nemozné odhalit deter-
minismus. To je ptipad béznych generatort pseudond-
hodnych ¢isel pouzivanych na soucasnych pocitadich.
Jakd je hranice, kdy se softwarovy generator pseudona-
hodnych ¢isel bézici na deterministickém pocitaci bude
jiz jevit jako deterministicky? Napt. generator drand 48,
ktery je soucasti standardni knihovny funkci jazyka C,
pouziva algoritmus

X, = (ax,+c)mod m, (7)

kde m = 2** (odtud pochézi nazev), a = SDEECE66D,,
= 3x10%, ¢ = 11. Vystupem jsou pak hodnoty x,/m.
Snadno uré¢ime Ljapunoviv exponent A =Ina= 24,
a tedy pocet bodt nutny pro odhaleni deterministické-
ho algoritmu je podle (6) N >exp(AD)=a = 3x10".

Takze pokud tento generator pouzijeme pro genero-
véni méné nez fddové 10'° bodd, nelze jej povazovat za
deterministicky, coZ v praxi bohaté staci.

Tento priklad 1ze pouzit jesté pro grafické vysvétleni
podminky (6). Budeme-li vynaset do grafu body v rovi-
né o soutadnicich (x,,,/m, x,/m), potom pro (7) dostane-
me body, které budou pfiblizné rovnomérné rozlozeny
v jednotkovém ¢tverci. Pfi malém poc¢tu bodu nebude
patrnd zadnd struktura v tomto grafu. Teprve pfi poctu
bodi vétsim nez fadove 10" bude vidét, ze body lezi na
usec¢kach, které tvori graf funkce (7). Tyto usecky vsak
maji velkou smérnici, a tudiz lezi blizko u sebe, proto
jsou pfi malém poétu bodi nepozorovatelné.

Poznamenejme jesté, Ze podminka (6) je nutna, ale
ne postacujici. Napt. pro A = 0,1 a D = 3 tato podmin-
kadava N >exp0,3 = 1,3, coz rozhodné neznamend, Ze
ze dvou bodil Ize usuzovat na deterministicky ptivod
signalu.

Podminku (6) Ize ¢aste¢né obejit, pokud mdme moz-
nost volby podate¢nich podminek a mtizeme pozoro-
vat vyvoj z ruznych blizkych pocate¢nich podminek,
které mdme moznost nastavovat tak, abychom vytvo-
tili blizké body. Potom nepotfebujeme tak vysoky po-
¢et bodu.

Poznamenejme jesté, Ze i jednoduchd dynamika se
zalne jevit jako slozitd, pokud mame k dispozici ne
vSechny body ¢asové fady, ale pouze kazdou napt. k-tou
hodnotu. Potom je Ljapunovuv exponent k nasobkem
puvodniho Ljapunovova exponentu.

Co to znamena pro kauzalitu
a svobodnou vili?

Mohlo by se zdat, ze rozdil mezi determinismem a na-
hodou tedy spo¢iva pouze v mnozstvi dat, kterd mame
k dispozici. Ze kdybychom méli dostatek méteni, tak
bychom mohli kazdy signal odhalit jako vysledek de-
terministického dynamického systému. Tato myslen-
ka se v déjinach lidského poznani v riiznych podobach
opakované vraci, nej¢astéji jako spor mezi kauzalitou
(pri¢innosti) a svobodnou vuli.

Nejstarsi zpravou o tomto sporu je jediny dochova-
ny zlomek z dila feckého filozofa Leukippa (5. st. pt. n.
1.): Ani jedna véc nevznikd bez pri¢iny, ale vSe vznikd

znéjakého duvodu (logos) a nutnosti (ananké). Pavodni
vyznam slova ananké byla smycka na krku otroka, tedy
néco, co omezuje pohyb a svobodu. Ananké byla také
fecka bohyné osudu a nutnosti. Jeji povaha byla velmi
neménnd, a tak neméla mnoho chramd, protoze lidé se
domnivali, Ze by si jeji piizen takto neziskali.

Predstava absolutni determinovanosti veskerého
déni na svété ale byla tézko ptijatelna (a je dodnes [31,
21]). To se pokousi fesit jiz fecky filozof Epikiros ze
Samu (341-270 pt. n. L) tim, Ze zavadi parenklizi, ma-
lou odchylku od fadu nutnosti, kterou atomy projevuji
svoji svobodnou vili.

Opét, a ve vyostienéjsi podobé, se otazka determinis-
mu vynoruje po uspésich newtonovské mechaniky, kdy
se zdalo, Ze Newtontv gravita¢ni zakon spolu s Newto-
novymi pohybovymi zakony umoziuji vysvétlit pohyb
planet nasi slune¢ni soustavy. Francouzsky matematik
aastronom Pierre Laplace (1749-1827) prichazi s pred-
stavou bytosti (pozdéji nazvanou Laplacettv démon),
kterd obdafena dokonalymi vypocetnimi moznostmi
a dokonalou znalosti po¢ate¢nich podminek (zde polo-
ha a rychlost vSech hmotnych bodii v daném ¢asovém
okamziku) by byla schopna ur¢it stav systému vlibovol-
ném okamziku v budoucnosti i v minulosti.

Fyzika pocatku 20. stoleti ndm k otdzce determi-
nismu podala dalsi dalezité prispévky: teorii relativity
a kvantovou mechaniku. Albert Einstein (1879-1955) ve
specidlni teorii relativity ukdzal, Ze pojem soucasnosti
neni absolutni, ale zavisi na rychlosti pohybu pozoro-
vatele. A v obecné teorii relativity ukdzal, Ze Newtontv
gravita¢ni zakon, ktery privedl Laplace k myslence dé-
mona, plati jen ptiblizné. Dile dnes vime, Ze silové pi-
sobeni na délku se nedéje okamzité, ale s ur¢itym zpoz-
dénim, které zkonecné dimenzionalniho dynamického
systému déla nekone¢né dimenzionani systém. Werner
Karl Heisenberg (1901-1976) odvodil relace neur¢itosti,
které vyluc¢uji sou¢asnou presnou znalost polohy a hyb-
nosti (tedy rychlosti) ¢astice.

Podivejme se ted na otdzku determinismu z jistého
nadhledu. Pfedevsim kazdy c¢lovék ma zkusenost své
vlastni svobodné vile. Tu nelze sice dokdzat ani odvo-
dit, ale tato vlastni zkuSenost je silna.

Krom¢ jiného by bylo nepraktické svobodnou vili
vylucovat také proto, Ze by tim padal cely pravni fad,
na kterém stoji soucasna lidska civilizace. Protoze jak
by bylo mozné trestat zlodéje, kdybychom tvrdili, Ze tak
jednal ne z vlastni vile, ale podle deterministickych za-
kont, které ridi veskeré déni tohoto svéta?

Jak je to tedy s platnosti fyzikalnich zakonu? Plati,
nebo neplati? Je pfiroda deterministicka, nebo ne? Je
nas osud uréen stavem vesmiru tésné po velkém tresku,
nebo jsme my, lidé, svobodné bytosti?

Tyto otazky jsou vysledkem velkého nedorozuméni.
To spociva v precenovani fyziky a toho, co nazyvame
prirodnimi zakony. Pfirodni zdkony totiz neplati v ab-
solutni mife.

Mame tfi druhy zakont: bozi, pravni a fyzikalni.
A zadné z téchto zakont nepredstavuji absolutni ome-
zeni. Bozi zakony, aniz bychom zde fesili otazku, kdo
je jejich autorem, predstavuji velice dobrd doporudeni.
Napf. nezabije$, nepokrades. Ale ¢lovék ma svobodu
tato doporuceni porusit s tim, Ze ponese nasledky svych
¢int. Podobné je to s pravnimi zakony. Ale co fyzikalni
zakony? Kdyz fikame, Ze ani fyzikalni zakony neplati
absolutné, nemame tim na mysli, Ze by se ¢lovék mohl
napt. rozhodnout, Ze se vznese a proleti se vzduchem,
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slune¢ni soustavou ¢i ¢asem. Ani svobodna vile ¢lové-
ka neni absolutni.

Vétsina fyzikalnich tvrzeni je doprovazena velkym
mnozstvim nevyslovenych predpokladi. A determinis-
ticky chaos ndm déva dobrou ptilezitost jeden dulezity
nevysloveny pfedpoklad si pfipomenout. Je to pfesnost.
Nejen kazdy naméfeny vysledek md svoji kone¢nou
presnost, ale i kazdy fyzikalni zakon md svoji konec-
nou oblast platnosti. Dokonce i kazdy fyzikalni pojem
ma svoji konecnou oblast, kde ma smysl. Pfesnost na-
méteného vysledku je dana metodou méfeni, zejména
méficim pristrojem. Oblast platnosti fyzikdlniho zdko-
na je obvykle tak $iroka, Ze ji neni tfeba v bézné praxi
brat v uvahu. Nicméné presnost tu hraje roli jakéhosi
horizontu. Tak jako horizont v bézném slova smyslu je
pomyslna ¢ara kolem nas nékde na blizkych pahorcich,
kterd oddéluje tu ¢ast krajiny, jez z naseho stanovisté
vidime, od té, kterou nevidime, tak horizont dany pres-
nosti predstavuje hranici, kam az plati nase tvrzeni.

Uvazujme napt. Ohmuv zakon U = RI.

Plati absolutné piesné? Nikoliv. Napft. plati jen pro
malé proudy I, protoze pfi velkém proudu se uvoliiova-
nym Joulovym teplem mohou zdsadné zménit vlastnos-
tivodice. Plati pro libovolné malé proudy? Nikoliv. Je-li
napt. elektricky proud v kovovém vodi¢i tvofen prou-
dem elektronti o naboji e po dobu t =1s, pak nema smy-
sl uvazovat proud mensi nez
% Z16x107° A,

A tato hodnota pfedstavuje nejen minimalni proud,
ktery md smysl uvazovat, ale i presnost, do jaké ma
smysl vitbec uvazovat elektricky proud po dobu jedné
sekundy jako fyzikalni veli¢inu. To je samozfejmé pro
mnoho aplikaci zcela dostacujici pfesnost. Tento hori-
zont pfesnosti za¢ne byt dulezity, potfebujeme-li uva-
Zovat o presném urceni pocate¢nich podminek, napft.
pro predpovidani chovani chaotického dynamického
systému.

Nezapominejme, Ze i samotny pojem elementarni
Castice je pouze model - lidska myslenkova konstrukee,
ktera velice dobfe popisuje malou ¢ast svéta v nékterych
situacich. Stard otdzka ,,Je elektron vlna, nebo ¢astice?
nema odpovéd ani vlna ani ¢dstice. Jak vlna, tak ¢astice
jsou jen lidské modely. Skute¢nost je mnohem slozitéjsi
a pouze na urcitém stupni pfesnosti (tedy do jistého ho-
rizontu) je rozumné pouzivat tyto modely.

Imin =

A jak to vypada za horizontem? MuzZeme si Fici ,,za
horizontem mutize byt cokoliv® (jako Homérav Odysse-
us) a nebo ,,co se nau¢im tady, to pouziji i za horizon-
tem“ (jako Krys$tof Kolumbus).

Déjiny lidského poznani jsou neustélé posouvani ho-
rizontu smérem k vét$im presnostem a neustdlé obje-
vovani novych zakonitosti. Kazdy tento zakon a kazdy
pojem, ktery se v ném vyskytuje, ma svoji omezenou
oblast platnosti a smyslu. Neni divod domnivat se, ze
to, co jsme objevili dodnes, bude platit i daleko za sou-
¢asnym horizontem. Neni ani déivod domnivat se, zZe
soucasné nastroje pro popis skute¢nosti (napt. diferen-
cialni a diferen¢ni rovnice) budou stale tim nejlep$im
nastrojem.

Tim méné je divod domnivat se, Ze nékdy ¢lovék ob-
jevi definitivni zakon veskerého déni na svété. Protoze
¢im dal jdeme v tomto posouvani horizontu presnosti,
tim mame sice dokonalej$i vypocetnii méfici techniku,
ale tim jsme také dale od nasi bézné lidské zkuSenosti.

A tak, jako jsme si vyvratili pojem elektrického
proudu coby fyzikdlni veli¢iny s absolutni platnosti, tak
podobné miizeme u kazdé fyzikalni veli¢iny najit ome-
zenou oblast, kde ma smysl ji uvazovat. Podobné napti-
klad teplota a tlak, tak dulezité veli¢iny pro stanoveni
soucasného stavu a tedy i pro predpovidani pocasi, jsou
pouze stfedni hodnoty souboru velkého poctu ¢astic.

To v8ak lze fici o vech fyzikdlnich veli¢indch, napt.
i ¢asu. Cas neexistuje v ptirodé jako néjaka objektivni
realita. Je to pouze lidska myslenkova konstrukce.

To nas vede k zavéru, ze fyzikalni zékony jsou sice
velice uzite¢né a i krdsné, ale jsou to pouze lidské mys-
lenkové vytvory vhodné pro ptiblizny popis skute¢nos-
ti. Tento popis je ¢asto natolik blizky skute¢nosti samé,
ze s nibyva ztotoznovan. Pravé ta vysoka mira presnosti
je nebezpelna, protoze vytvafi toto pokuseni.

TakZe odpovéd na otdzku, je-li svét deterministic-
ky, ¢i nikoliv, neni ani ano ani ne. Odpovéd zni: svét
existuje, svét se vyviji, my jej pozorujeme, jsme sou-
Casti svéta, jednotlivé ¢asti svéta se navzajem ovliviluji.
Clovék pozoruje déni kolem sebe (a i déni v sobé) a vy-
tvari si modely — myslenkové konstrukce, které jsou
krasné a uzite¢né pro tfidéni téchto pozorovani a pro
¢astené predpovidani déji. Tyto modely mohou byt
deterministické nebo stochastické, ale jsou to jen pfi-
blizné modely.

Kde se Ize dozvédét vice?

O chaosu bylo napsiano nepfeberné mnozstvi knih
i ¢lanka v ¢asopisech - jak odbornych, tak populdr-
nich. Vyvazenosti mezi srozumitelnosti a hloubkou se
vyznacuje [22]. Vztahem mezi nelinedrni dynamikou
a statistickou mechanikou se zabyvé [8]. Zpracovani ex-
perimentdlnich dat se vénuje [1, 14]. Popularni pohled
prindsi [9]. Rozsahem citované literatury vynikd [18].
Vétsina praci je v angli¢ting, pfesto i v ¢estiné najdeme
zajimavé prace [19, 13, 12, 15, 16].

Tento ¢ldnek je shrnutim prednasek [26] a [27] a roz-
$ifenim prispévku do sborniku [11] ze seminafe Mate-
matika na vysokych $kolach.

Vedle papirovych prament dnes existuje bohatd li-
teratura v elektronické podobé. Ob¢as to jsou dila roz-
sahem a hloubkou plné srovnatelna s papirovymi, napf.
[5]. Casto to jsou vsak kratké texty majici réiznou Gro-
ven. Diky vyhledavacim nastrojiim jako Google [10]
v nich lze snadno hledat. Mezi uzite¢né zdroje infor-
maci{ rozhodné patti UK Nonlinear News (Nelinedrni

)) ..fyzikdIni
zdkony jsou sice
velice uZitecné
aikrdsné,

ale jsou to
pouze lidské
myslenkové
vytvory
vhodné pro
priblizny popis
skutecnosti. <
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zpravy Spojeného kréalovstvi) [29] a Nonlinear Science
FAQ (Frequently Asked Questions — Casto kladené ot4z-
ky) [20]. Archiv arXiv 3] zaloZeny v roce 1991 v Los Ala-
mos National Laboratory ptivodné pro ¢lanky z fyziky
vysokych energii, ktery v roce 2001 ptesel do spravy
Cornell University, dnes obsahuje plné texty publika-
ci z fyziky, matematiky, nelinarnich véd, pocitacovych
véd a kvantitativni biologie a pfedstavuje rychly a po-
hodlny zptisob pro sdileni novych matematickych a fy-
zikédlnich vysledki.

Uzite¢nym zdrojem odbornych informaci je Wiki-
pedie — oteviend encyklopedie [30]. Oteviend zde zna-
mena, ze kazdy uzivatel maze kdykoliv a zadarmo ¢ist
jeji obsah, ale také, Ze kazdy muize jeji obsah opravovat,
upravovat a prispivat. Tim je dosazeno, ze jejimi spolu-
autory se mohou stat vsichni gramotni obyvatelé této
planety a spole¢né tak vytvorit dilo nebyvalého rozsa-
hu a vyznamu.

Co Fici zavérem?

Cist literaturu, papirovou ¢i elektronickou, je uzite¢né,
ale podle mé osobni zkusenosti nezastupitelnou ulohu
ptistudiu deterministického chaosu hraje vlastni prozi-
tek. Je velice dulezité zvolit si néjaky nelinearni model,
napt. logistické zobrazeni nebo Lorenziiv model, vybrat
si né¢jaky softwarovy nastroj (néjaky programovaci ja-
zyk, napf. C, Fortran, Pascal nebo jesté 1épe néjaky vyssi
prostiedek, napf. Mathematica, Maple, Matlab) a hrat
si. Volit si rizné pocate¢ni podminky, rizné hodnoty
parametru a iterovat, integrovat, simulovat, kontinu-
ovat a kreslit si obrazky a v klidu se na né dlouze di-
vat. Je to inspirujici a krasné. Pfeji vam, mili ¢tenafi,
hodné takovych krasnych zazitkd s deterministickym
chaosem.

Tato prdceje podporovina projektem MSM 6046137306
a vznikla diky pfistupu k vypocetnim zdrojiim META-
Centrum v rdmci MSM 6383917201.
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