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Chaos je Zivot,
periodicita choroba,
rovnovdha smrt.

1 O cem je tento ¢lanek?

O deterministickém chaosu jako jednom typu chovani dynamickych systémd.

2 Prod je psan jako rozhovor?

ProtoZe rozhovor je jednim z nejstarSich a nejpfirozenéjSich zpisobd sdélovani myslenek. Také proto, Ze Ctendf
z otazky rychle poznd, o Cem je ndsledujici text, a muzZe si jej precist, nebo pfeskocit, a vi, kde pokracovat.

3 Co to znamena chaos?

Slovo chaos se pouziva nejcastéji ve tiech riznych souvislostech: v fecké mytologii, v b€Zném smyslu a ve spojeni
deterministicky chaos.

4 Co znamena chaos v recké mytologii?

Otevieme-li studnici Ceské vzdélanosti — Ottiv slovnik nauény z roku 1897 [23], docteme se pod heslem Chaos o jeho
feckém puivodu toto:

Chaos (ydos od yaivw, tedy zejici prostor), u starych Rekd dle Hésioda prastav viehomira, neZ byl vlastnd
stvofen a usporadan, kdyz litka veSkera jeSté v temnotdch byla zmétena. Potom vznikla Gaia (Zemé) a Er6s (Léska),
z Chaosu pak povstaly Erebos (Tma) a Nyx (Noc), jejichz détmi byly Aithér a Hémerd. Dle ueni orfikd vSak na
pocatku byl Chronos (Cas), z toho teprve vznikly Chaos a Aithér.

5 Jaky je bézny vyznam slova chaos?

Dnes slovo chaos v béZném vyznamu znamend zmatek, neporddek, nepifitomnost faddu, jednoty ¢i jednotici sily. Tedy
néco neprijemného a nezadouciho.

Urditym protipélem k chaosu v tomto vyznamu bylo slovo kosmos (z feckého «do 10s), které piivodné znamenalo
fad, dnes pfevazné prostor, vesmir.

Ze slova chaos vytvoril vlamsky 1ékaf a chemik Joan-Baptista van Helmont (1577-1644) slovo gas (plyn). To byl
pfirozeny duisledek poznani, Ze to, co dnes oznacujeme slovem plyn, je vysledek slozitého chovani jeho molekul.

6 Co to znamena deterministicky chaos?

Tento zdanlivy protimluv je dnes jiZ ustdleny odborny termin oznacujici urcity typ sloZitého chovani deterministic-
kého dynamického systému. Je to oproti béZnému vyznamu slova chaos ,, dobrd zprava®“ v tom smyslu, Ze piivlastek
deterministicky ikd, Ze jsme nalezli urcity fad, deterministické souvislosti v dé&ji, ktery se diive jevil jako nesrozu-
mitelny.

Dale budeme slova chaos a chaoticky pouzivat pouze v tomto vyznamu, nezdtiraznime-li jinak.



7 Co to znamena slozité chovani?

Volné feceno, slozitym chovanim myslime chovani, které je
e omezené
e neutuchajici

e neperiodické.

8 Co to je dynamicky systém?

UvaZzujme systém (napf. mechanicky, elektricky, chemicky ¢i biologicky), jehoZ stav lze za jistych zjednodusujicich
piedpokladi popsat v kazdém Casovém okamziku ¢ souborem n redlnych proménnych z(¢) € R™, a necht tento jeho
stav jednoznalné vyplyva ze stavu v pocateénim okamziku. Oznaéme symbolem () stav systému v ase ¢, jestlize
jeho stav v ase 0 byl z. Potom z(t2) = ¢, ¢, (2(t1)) bude stav systému v Case to, jestlize jeho stav v Case ¢; byl
2(t1). MnoZinu v8ech stavi systému nazyvéme stavovy neboli fizovy prostor.

Zobrazeni ¢ : R™ x R — R" se nazyva dynamicky systém na R", jestliZe:

1. po(x) = x pro vSechna x € R™. Volné feCeno: vyvoj za nulovy ¢as nic nezméni.

2. Zobrazeni ¢; : R™ — R je difeomorfismus, tedy zobrazeni, které je vzdjemné jednoznacné, spojité a hladké a
to samé plati i o jeho inverznim zobrazeni. Volné feceno: ur€itému stavu v soucasnosti prislusi urcity a jediny
stav v libovolném okamzZiku v budoucnosti i v minulosti (ktery ovSem zdvisi na Case).

3. ¢t 0 ps = @15 pro viechna t, s € R. Tedy skladani vyvoji odpovidd s¢itani Casa.

V praxi se Casto misto se zobrazenim @ (nazyvanym také tok) pracuje s vektorovym polem f : R* — R" na
pravé stran€ soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic (ODR)

dx

— = f(x). 1
= @) 1)
Oznacime-li stav systému misto symbolem x slovem stav a nazveme-li pfedpis, ktery stavu systému pfifazuje rychlost
zmény (hnaci silu), misto symbolem f slovem fyzika, dostaneme s trochou nadsazky

d stav
dt

= fyzika (stav).

Soustava ODR (1) definuje dynamicky systém se spojitym Casem (spojity dynamicky systém), zatimco diferencni
rovnice
Tnt+1 = f(xn) (2)

definuje dynamicky systém s diskrétnim ¢asem (diskrétni dynamicky systém).

Hovorime-li tedy o vlastnostech dynamického systému, musime vZdy rozliSovat, madme-li na mysli systém s dis-
krétnim ¢i se spojitym Casem.

Z toku ¢ lze snadno najit pole f pro (1) derivovanim

_ dipy(z)

fla) =2

t=0

vvvvvv

3k > 0Va,y € R"||f(z) = ()l < kllz = yl],

pak k danému poli f existuje jednoznacny lokalni tok ¢ (a tedy i jednoznacné feSeni dané soustavy diferencidlnich
rovnic), ale aZ na vyjimecné jednoduché pfipady jej nelze vyjadfit analyticky. Podobné jako dovedeme zderivovat
kazdou hladkou funkci, ale vyjadrit primitivni funkci analyticky je, az na vyjimecné jednoduché piipady, nemozné.



9 Proc se zduraznuje, Ze jde o nelinearni dynamicky systém?

Dynamické systémy, a to plati pro diskrétni i spojité, se déli na dvé disjunktni tfidy: linedrni a nelinedrni, podle toho,
je-li zobrazeni f linearni ¢i nikoliv. Pfipometime definici linedrniho zobrazeni.
Definice. Rikdme, Ze zobrazeni f z vektorového prostoru do vektorového prostoru je linearni, jestliZe plati

L. f(ex) =cf(z)
2. fle+y) = f(z)+ f(y)

pro viechna z,y € D(f) a pro viechna ¢ € R.

Linearni systémy (kone¢né dimenze) jsou pomérné dikladné teoreticky prozkoumany, ale jejich feseni nemohou
vykazovat chaos. Naproti tomu nelinearni systémy jsou pro analytické zkoumani obtizné a v fadé piipadt se musime
(zatim) spokojit pouze s numerickou analyzou, ktera silné vyuzivd moderni vypocetni techniku. Pravé proto se této
oblasti vénuje tak velkd pozornost aZ v posledni dob¢.

Zdtraznéme jesté, Ze z praktického pohledu rozdil mezi linedrnim a nelinedrnim systémem muzZe zaviset na volbé
rozsahu hodnot. Napf. elektricky zesilova¢ se pro mald vstupni napéti mize chovat linearné (vystupni napéti je
primo umérné vstupnimu), zatimco pro velkd vstupni napéti se bude chovat nelinearné (vystupni napéti bude omezené
napdjecim napétim).

Oboru, ktery studuje nelinedarni dynamické systémy se fikd nelinearni dynamika a zasahuje do aplikované a
numerické matematiky, fyziky, chemie, chemického inZenyrstvi, biologie, ekonomie a dal§ich obord.

10 Kde se pojem deterministicky chaos objevil poprvé?

Poprvé byl pojem chaos v této souvislosti pouzit v praci [17] s dnes jiz legendarnim ndzvem , Period three implies
chaos®. Volné feCeno: jestlize pro né€jakou spojitou funkci f : R — R v (2) existuje bod x s periodou 3, tedy bod, pro
ktery plati f(f(f(z))) = z, potom existuji body s libovolnou periodou.

Neni bez zajimavosti, Ze tento vysledek plyne z obecnéjsi véty, kterou dffve neZ Li a Yorke dokdzal éarkovskij
[28]. Cesk;’/ komentéf k této praci vysel v [2].

11  Jaka je definice deterministického chaosu?

Devaney [6] definuje deterministicky chaos (pro dynamicky systém s diskrétnim ¢asem) tfemi podminkami:
1. citliva zavislost na poc¢atecnich podminkach,
2. hustd mnozina periodickych bodd,

3. tranzitivnost.

12 Co to je citliva zavislost na pocatecnich podminkach?

Sledujme, co se stane, jestlize nepatrné zménime pocate¢ni podminku z(0) pro ODR (1), resp. xg pro (2). Je-li zména
mald a je-li pravd strana ODR spojitd, bude i zména pravé strany mal4, tedy trajektorie vychdzejici z nové pocatecni
podminky bude zpocatku blizkd ptuvodni trajektorii. Budou-li se vSechny takto zménéné trajektorie (vychazejici
z jistého okoli ptivodni poéateéni podminky) drZet blizko pivodni trajektorie, fikdme, Ze je pivodni trajektorie sta-
bilni.

Naopak citlivou zavislosti na poc¢atec¢nich podminkach nazyvame stav, kdy libovolné blizka trajektorie se bude
vzdalovat. V typickém pripadé se bude vzdalovat exponencialné s Casem.

Chovani této blizké trajektorie zavisi na sméru, kterym se pocateni podminka zméni. Existuje-li jak smér, ve
kterém je trajektorie stabilni, tak i smér, ve kterém je nestabilni, pak takovou trajektorii nazyvame sedlo. To je
typicky pripad.

Citliva zavislost na pocate¢nich podminkdch ma fadu zdvaznych disledki, jak pro numerické simulace, tak pro
moznost predpovidani chovani systému.

Zavérem tohoto odstavce bychom chtéli zdtraznit rozdil mezi



e citlivou zavislosti na pocatecnich podminkach, ktera hovoii o rozbihani trajektorii, které vychdzeji ze dvou
blizkych pocate¢nich podminek pro stejnou volbu parametr, a mezi

o bifurkaci, kterd znamend kvalitativni zménu fazového portrétu, kdyz vybrany parametr systému piekro¢i kri-
tickou, tzv. bifurkaéni, hodnotu.

13  Co to je husta mnozina periodickych bodu?

z Xz

Periodickym bodem dynamického systému (2) rozumime bod z, pro néjz existuje pfirozené Cislo k takové, Ze k-ta
iterace bodu z je rovna bodu z, tedy

frz) = .

Nejmensi takové &islo k se nazyvé perioda bodu z. Bod s periodou 1 se nazyva pevny bod. Rikdme, Ze mnoZina A je
husta v mnoZiné B, jestlize pro kazdé € > 0 a kazdy bod y € B existuje bod = € A takovy, Ze ||z — y|| < e.
Priklad: ukazme si systém s hustou mnoZinou periodickych bodi. Uvazujme dynamicky systém (nazyvany
Bernoulliho shift, ¢ili posun)
Tng1 = f(Tn), kde f(z) =2z mod 1 3)

pro z € (0;1), viz obr. 1.

4
>
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1

Obr. 1: Bernoulliho shift pfedstavuje elementéarni piiklad systému s hustou mnoZinou periodickych boda a také ele-
mentdrni pfiklad deterministického chaosu.

ZapiSeme-li ¢islo € (0;1) ve dvojkové soustavé, potom s kaZdou iteraci funkce f se diky ndsobeni dvéma
vSechny ¢&islice posunou o jedno misto doleva. A diky operaci mod 1 se vynuluji v§echna mista vlevo od desetinné
Carky. UkdZeme, Ze toto zobrazeni md hustou mnoZinu periodickych bodd. Ke kazdému y € (0;1) a ke kazdému
e > 0 vytvofime z € (0; 1) tak, aby

1. z byl periodicky bod systému (3), tedy aby urcita iterace funkce f na tento bod dala opét tento bod; to ale
v piipadé Bernoulliho shiftu vlastné znamen4, Ze se urcitd konecnd posloupnost ¢islic v dvojkovém zépise Cisla
x musi periodicky opakovat, a

2. aby byl bod x bodu y blize nez €. K tomu je nutné a staci, aby se dvojkové zapisy Cisel x a y shodovaly na
prvnich k mistech, kde k je — Ing € zaokrouhleno nahoru.

Takze Cislo x vytvofime tak, Ze opiSeme prvnich k dvojkovych &islic Cisla y a za né tuto stejnou skupinku Eislic
periodicky stale opisujeme. Tak dostaneme bod x s periodou k, ktery se na prvnich k mistech shoduje s y, takZe je od
néj vzdalen méné nez e.

Tento dynamicky systém je dulezity, protoze je to také elementarni piiklad systému vykazujici deterministicky
chaos.

14 Co to znamena tranzitivnost?

Definice: Zobrazeni f : X — X je (topologicky) tranzitivni na néjaké invariantni mnoZzin€ Y, jestlize orbita
{f™(p)} n&jakého bodu p je hustd v Y.



Birkhoff dokazal, Ze f je tranzitivni na Y pravé tehdy, kdyZ pro libovolné dvé€ mnoziny U, V oteviené v Y existuje
kladné n takové, ze

FUYNV £ 0.

Volné feCeno: Ze se odkudkoliv (obc¢as) dostaneme libolné blizko kamkoliv.

15 Co to znamena michajici systém?
To je silnéjsi podminka: f je michajici, kdyZ pro libovolné dvé oteviené mnoziny U, V C Y existuje ng takové, ze
fruU)nv#0

pro vSechna n > ng. Volné feCeno: obrazy U se jednou piekryji s V' a uZ ji nikdy zcela neopusti.

16 Jsou tyto tri podminky v Devaneyho definici chaosu nezavislé?

Nejsou. Napf. Banks et. al. [4] dokdzali, Ze z tranzitivity a husté mnoZiny periodickych boda plyne citliva zavislost
na pocate¢nich podminkach.

17 Co to jsou Lyapunovovy exponenty?

Lyapunovovy exponenty jsou ¢isla, kterd popisuji rozbihavost blizkych trajektorii.
Zhruba feceno: vzdalenost blizkych trajektorii je imérna

exp(An)

pro diskrétni cas a
exp(At)

pro spojity Cas, kde A je Lyapunoviv exponent. Kladné A znaci rozbihani, zaporné A znali piibliZovani trajektorii.
Je-li alespoinl jeden Lyapunoviv exponent kladny, je to povazovédno za dostate¢ny signél, Ze se studovany systém
chova chaoticky (pro zvolené pocate¢ni podminky a zvolené hodnoty parametrti).

Trochu piesnéji: pro dynamicky systém s diskrétnim casem

Tpyr = f (mn)
1ze Casovy vyvoj odchylky vyjadfit diferencidlem

depi1 = J(xy) - dxy,

kde of
Jii = YJi
J ox j
je Jacobiho matice parcidlnich derivaci zobrazeni f. Potom
n—1
dx, = H J(x;) - dxo
i=0

je linearni zavislost dx,, na dzy. Tedy obrazem jednotkové koule je elipsoid. Lyapunovovy exponenty jsou stiedni
hodnoty logaritmu rychlosti ristu jeho poloos

.1 |[dzs]|
AMdzg) = lim —In .
]

Ty zavisi na volbé€ dx. Pro rizné volby dz( dostaneme tolik Lyapunovovych exponentd, kolik je dimenze stavového
prostoru (tolik poloos ma vyse zminény elipsoid). A nejvétsi Lyapunoviiv exponent je

Amaz = sup A(dzg).

dzo



Tuto hodnotu dostaneme pro skoro vSechny volby dx.
Pro dynamicky systém se spojitym Casem
dr ()
at 7V

lze Casovy vyvoj odchylky y(t) = dx(t) vyjadfit variani rovnici

dy

— = J(x(t)) - y(t).

Y @)y
Zde zavislost y(t) na y(0) je opét linedrni a tedy obrazem jednotkové koule je opét elipsoid. Lyapunovovy exponenty
jsou opét stiedni hodnoty logaritmu rychlosti ristu jeho poloos

L (M

Al(0)) = fim I

a nejveétsi Lyapunoviv exponent je opét
Amaz = sup /\(y(O))
y(0)
Tuto hodnotu dostaneme opét pro skoro vSechny volby y(0).

Ur¢ité hodnoty Lyapunovovych exponenti piislusi jedné konkrétni orbité {z,, }5 , (pro diskrétni as), popt. jedné
konkrétni trajektorii z(t) (pro spojity Cas), tedy ur€ité pofate¢ni podmince a urcité volbé hodnot parametrd, pokud
zobrazeni f zavisi na parametrech.

Vysetfovani zavislosti Lyapunovovych exponentd na pocate¢nich podminkéch a na parametrech patii mezi Casté
tlohy, které odhali o systému dilezité informace vyuZitelné i z praktického hlediska.

18 Jak se Lyapunovovy exponenty pocitaji?

Hledani Lyapunovovych exponentt se provadi dvéma zcela rozdilnymi zplsoby podle toho, je-li zndm dynamicky
systém nebo ne:

s Xz

1. Je-li znam model, mGiZeme pouZit postup uvedeny v pfechozi ¢asti, tedy numerickou integraci varia¢nich rovnic
spolu s piivodni soustavou ODR v pfipadé spojitého Casu, nebo ndsobeni Jacobiho matic v piipadé diskrétniho
casu.

2. Neni-li zndm model a mame k dispozici pouze experimentdlni data napt. v podobé casové fady, musime nejprve
pouZit metodu zpoZzdéni pro rekonstrukci atraktoru a potom pocitat Lyapunovovy exponenty porovnanim zmén
vzdélenosti blizkych bodii a jejich ndsledovnika.

Zde se budeme zabyvat pouze piipadem, kdy je model zndm.

19 Muazeme si uvést néjaky priklad?

Spoctéme Lyapunoviv exponent pro systém (3). ProtoZe se jednd o jednorozmérny systém, md jediny Lyapunoviv
exponent. A protoZe

flz)=2
je Lyapunoviv exponent

A=1In2

nezdvisle na pocite¢ni podmince. Tento systém nemd parametry, takZe nelze vySetfovat zdvislost Lyapunovovych
exponentl na parametrech.



20 Jesté jeden priklad?

Uvazujme plyn pii pokojové teploté za normalniho tlaku uzavieny v nddobé€ tvaru kvadru, viz [8]. Jeho molekuly
vzajemnymi srdzkami neustdle méni své polohy a rychlosti. Odhadnéme nejvétsi Lyapunoviv exponent A, od-
povidajici dynamice jejich vzdjemnych srdzek. Pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze molekuly plynu jsou identické
koule. Bylo by sice zajimavéjsi uvazovat dvouatomarni plyn, protozZe to je blize vzduchu, ve kterém Zijeme, ale ndim
zde bude stacit toto hrubé pribliZzeni pro alesponi fadovy odhad Lyapunovova exponentu.

Srazku dvou molekul popiSeme v takové soufadné soustave, kde je jejich spolecné tézisté v klidu a v pocétku
soustavy. Z obr.2 lze odvodit zavislost dhlu «, ve kterém je zalomena draha molekuly, na vzdalenosti b stfedu
molekuly od pfimky prochazejici po¢dtkem a rovnobéZné s rychlostmi molekul pred srdZkou

.2
o =7 — 2arcsin —,

d
kde d je praimér molekuly.

A A A

O

Obr. 2: Dvé molekuly (a) pfed srazkou, (b) pfi srdZce, (c) po srdZce.

Mald zména da sméru drihy jedné molekuly se po stfedni volné drize | ~ 10~

srazkami projevi jako

m molekuly mezi dvéma

5[)%15(10

a tato zmeéna se po srazce projevi jako novd zmena uhlu

1 b ~ é(;bz 4—15(10,

Sy — —
o d|sin /2] d d

takze po n srazkach bude odchylka
41
oo, ~ (E)"(Sozg.

Oznacime-li stfedni dobu mezi dvéma srazkami
T =

b

!
v

[3kpT
v =
m

je stfedni kvadratick4 rychlost molekul, kg = 1,38 x 10723 J/K je Boltzmannova konstanta, 7' = 300 K je absolutni
teplota, m ~ 5 x 10726 kg je hmotnost jedné molekuly, d ~ 10~ m je primér molekuly, o ~ 3 x 10%° m~3 je
pocet Castic na jednotku objemu, bude nejvétsi Lyapunoviv exponent

kde

4
oan, %ln gl ~ 5 x 10 nat/s.

Jednotka nat znaci, Ze jsme pouzili pfirozeny logaritmus, kdybychom pouZili dekadicky logaritmus, byl by vysledek
v digits/s.



21 Jaky je rozdil mezi disipativnim a konzervativnim systémem?

Mame-li deterministicky dynamicky systém, napf. soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic, potom, je-li prava
strana ODR Lipschitzovska, z kazdé pocatecni podminky - z kazdého bodu ve fazovém prostoru - vychdzi pravé
jedna trajektorie - kiivka ve fazovémm prostoru. Uvazujme nyni malou kouli pocatecnich podminek a jeji vyvoj
v Case. Tento utvar, pivodné koule v Case 0, se bude s Casem deformovat.

Dilezitd otdzka je, jak se méni s Casem ¢ objem V' (¢) tohoto ttvaru

dav
S(t) V()
Dynamické systémy, pro které je tento objem v Case konstantni, tedy pro které je
divf =0,

se nékdy nazyvaji konzervativni. Sem pati{ napf. hamiltonovské systémy. Tyto systémy se objevuji jako modely
mechanickych systémi, kde neuvazujeme disipaci energie tfenim (energie je tedy zachovana, angl. conserved — odtud
nazev konzervativni), a pouzivaji se pfi popisu mikroskopickych systému a také pii studiu nebeské mechaniky. Ve
skutecnosti vZdy k disipaci energie dochdzi (napf. v pfipad€ nebeské mechaniky slapové sily vyvoldvaji pfiliv a odliv,
¢imZ je ¢ast mechanické energie disipovana).

Naproti tomu u modelt, které popisuji systémy s lidskymi méfitky, byva

divf < 0.

Takovéto systémy se nazyvaji disipativni a objem sledované oblasti fizového prostoru s ¢asem klesd k nule.

22 Co to je atraktor?

Zhruba feCeno, atraktor je mnoZina ve faizovém prostoru, ke které jsou pfitahovany (atrahovany) trajektorie. Presnéji:
je to mnoZzina, kterd spliiuje tyto tfi podminky:

e Je invariantni, tj. trajektorie, kterd v této mnoZiné zac¢ind, ji neopusti.

e Mai oblast pritazlivosti, tj. otevienou mnozinu takovou, Ze trajektorie, kterd v této mnoziné€ zacinaji, se priblizuji
k atraktoru.

e Je nerozlozitelnd, tj. nemd vlastni podmnoZinu (tj. podmnoZinu, kterd se nerovnd této mnozing), ktera spliiuje

vyse uvedené dvé podminky.

Dany dynamicky systém midZe mit jeden nebo vice koexistujicich atraktori. Kazdy atraktor pak ma svoji oblast
pfitazlivosti. Ke kterému z moZnych atraktord se urCitd trajektorie bude pfibliZovat, zavisi na po¢ate¢nich podmin-
kéch.

Opakem atraktoru je repelor, tedy mnozina, od které se trajektorie vzdaluji. Pfi inverzi ¢asu piejde atraktor na
repelor a naopak.

Pokud je invariantni mnoZina stabilni pouze v ur¢itém sméru a v jiném sméru nestabilni, pak se nazyva sedlo.

23  Co to je fraktal?

Volné feceno, fraktdl je mnozZina, kterd md velice Clenitou hranici. KdyZ se na tuto hranici podivame v jemné&jSim
méfitku, (dnes se fika, Ze provedeme zoom), tak objevime dalsi detaily, které mohou byt podobné ptivodnimu obrazu.
Proto se takovym mnoZindm také ik samopodobné (self—similar).

24  Jak souvisi fraktaly a chaos?

Pii studiu dynamickych systému se Casto setkame s fraktaly ve dvou riznych piipadech:

e Atraktor chaotického dynamického systému muze (ale nemusi) byt fraktalem.



e Pii studiu zdvislosti typu chovani dynamického systému na vybranych parametrech systému nebo na pocatec-
nich podminkdch miize mnoZina v parametrickém prostoru, kterd odpovidd danému typu chovani, mit fraktdln{
strukturu.

25 Jak vznika fraktalni atraktor?

Pro chaotické chovani je typicka citliva zavislost na poc¢atecnich podminkach. TakZe nase koule ve faizovém prostoru
se bude v jednom (nebo vice) smérech roztahovat a v jinych smérech naopak smrstovat. PoCet smérd, ve kterych se
roztahuje, je roven poctu kladnych Lyapunovovych exponenti. V pripadé modeld redlnych fyzikalnich systémd je
vyvoj omezen v jisté ohrani¢ené Casti fizového prostoru. Potom vedle roztahovani musi dochizet ke skladani (angl.
stretching and folding). To je schematicky zndzornéno na obr. 3.

G E—") I )

Obr. 3: Schematické znazornéni roztahovani a skladani ve fazovém prostoru. Mald koule pocate¢nich podminek
se roztahuje v nékterych smérech a soucasné smrstuje v jinych smérech. Pfitom se tento dtvar ohybd a skldda tak,
Ze vyplni podobnou ¢ast fazového prostoru jako ptivodni koule, ale fidéeji — prostfedni ¢ast chybi. Tento proces se
neustdle opakuje, ¢imZ vznika fraktdln{ struktura.

s Mz

Pfi jednom takovém kroku dostaneme ttvar, ve kterém v prifezu chybi prostfedni ¢ést o relativni velikosti ¢, napf.
33 %. V dals$im kroku ze zbyvajicich krajnich Casti opét zmizi jejich prostiedni ¢ast o relativni velikosti ¢ atd. Po
nekoneéné mnoha takovychto krocich vznikne ttvar, ktery se nazyva Cantorova mnoZina.

Spoctéme si kapacitni dimenzi Cantorovy mnoZiny, kterou dostaneme z jednotkové tsecky tak, Ze pfi kazdém
kroku odstranime z kazdé souvislé casti prosttedni dil o relativni velikosti g.

Dimenzi linearntho vektorového prostoru Ize definovat jako pocet prvkd baze. Napt. dimenze piimky je 1, di-
menze roviny je 2. Kapacitni dimenze (angl. capacity dimension, nebo také box counting dimension) dané mnoziny
je zobecnénim pojmu dimenze nésledujicim zptisobem. Necht N(g) je nejmensi pocet hyperkrychli¢ek o hrané e
nutnych pro pokryti dané mnoZiny.

Napf. pro pokryti jednotkové dsecky dseCkami o délce ¢ je tieba alesponi N(g) =
Rikdme, 7e dseCka mé dimenzi 1. Pro pokryti jednotkového &tverce malymi &tveredky o délce hrany e je tieba
alespoii N(g) = (1)? t&chto malych &tvereckd. Rikdme, Ze &tverec md dimenzi 2. Pro pokryti jednotkové krychle
malymi krychlickami o délce hrany ¢ je tieba alespoit N (&) = (é)?’ téchto malych krychli¢ek. Rikdme, 7e krychle
m4 dimenzi 3.

Kapacitni dimenze je definovédna jako exponent ve vztahu mezi nutnym poctem N malych hyperkrychlicek o délce

hrany ¢ a jejich hranou ¢

1

téchto malych tdsecek.

tedy

D = lim w @
e—0+ —lIne

Vratme se zpét k nasi Cantorové mnoZing€. Po n dé€lenich je tieba

Nn — 9n

1—gq "
En = )
2

usecek o délce



takZe jeji kapacitni dimenze je

D— lim In N, ~ lim In2™ B In2
o n1~>oo —hlEn o nl—roo _ln(%)n - In2— hl(l — q) ’

Napft'. pro
q=1/3
dostaneme 19
n
D= — =0,63093.
3 ,6309

Nabiz{ se otdzka, jakd bude dimenze ttvaru, ktery vznikne z tisecky tak, Ze v kazdém kroku odstranime ¢ast, kterd
neni prostfedni. Jesté obecnéji mizeme uvazovat mnoZzinu, ktera se skladd z m podmnoZin, pficemz k-ta podmnoZzina
je rp-krat zmensend verze puvodni mnoZiny. Pro pfibliZeni, v naSem predchazejicim piikladé Cantorovy mnoziny

jsme méli m = 2 a poméry zmenseni byly
2

1—q
Hleddme dimenzi D, pro kterou plati (4). Pro pokryti k-té podmnoziny hyperkrychlickami o hrané ¢ je zapotiebi
pravé tolik hyperkrychlicek, jako pro pokryti celé mnoZiny hyperkrychlickami o hrané rje tedy

D
Ny = (1) |
ke

Soucet téchto Cisel je pocet hyperkrychlicek nutnych pro pokryti celé mnoZiny, tedy

ZNk:N

2() -

£

T
=1 \

TT = Tg9 =

a tak dostavame vztah

z kterého lze urcit dimenzi i v tomto obecném piipadé.

26 Jak souvisi dynamika a fraktalni atraktor?

Odvodme kvalitativni vztah mezi Casovym popisem chaoti¢nosti dynamického systému, tedy Lyapunovovymi expo-
nenty na jedné strané a statickymi geometrickymi vlastnostmi atraktoru tedy jeho kapacitni dimenzi na strané druhé.
Uvazujme pro jednoduchost tfirozmérny dynamicky systém se spojitym ¢asem se tfemi Lyapunovovymi exponenty:

e \; > 0 (ten souvisi s citlivou zavislosti na poc¢atecnich podminkach)
e )9 = 0 (ten odpovida zméné pocateni podminky ve sméru trajektorie)
e )3 < 0 (ten souvisi se smr$tovanim).

Pro disipativni systém bude
A1+ A3 <0.

Uvazujme vyvoj po takovy Cas T, aby
exp(MT) = 2,

tedy aby se pivodni mnozina pocatecnich podminek roztdhla dvakrat. Za tuto dobu se ve sméru odpovidajicim

smrstovani vytvoii skldddnim uprostied mezera o relativni §ifce ¢ a dvé postranni ¢asti o relativni Sifce

1—
Tq = exp(AsT).
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Obr. 4: Zavislost Lyapunovova exponentu systému (5) na parametrech a a b.

TakZze
qg=1—2exp(AsT)

a kapacitnf dimenze atraktoru bude

In2 In2 A1
D=2 =24+ ——=2+ —.
+ In2 — In(2exp(A\3T)) * —A3T * [As]

Dvojka, kterou ptiddvame, odpovida dvéma dal§im smérim (smér trajektorie a smér rozpinéni). Tento vztah se nazyva
Kaplanova - Yorkova domnénka a uvadi do souvislosti statické vlastnosti atraktoru vyjadiené dimenzi a dynamické

vlastnosti vyjadfené Lyapunovovymi exponenty.

27 Musi byt podivny atraktor chaoticky a naopak?

Atraktory, které maji necelo¢iselnou dimenzi, se nazyvaji podivné (angl. strange) atraktory. Atraktory dynamickych
systémd s citlivou zdvislosti na po¢ate¢nich podminkéch se nazyvaji chaotické atraktory. ProtoZe je Casty pfipad, kdy
je atraktor jak podivny, tak chaoticky, byvaji tyto dva pojmy Casto zaméniovany. Presto existuji i podivné nechaotické

atraktory [24], [25].

28 Jak vznikaji fraktaly v parametrickém prostoru?
UvaZujme napf. diskrétni dynamicky systém se dvéma parametry

Tpt+1 = fa,b(wn)y

11



Obr. 5: Vyfez z obrazku 4 ukazujici fraktdlni strukturu v parametrickém prostoru.

kde
fap(z) = asin(mz) + b.

Pro a = b = 0 ma tento systém jediny pevny bod = = 0, ktery je stabilni. Pfi rostoucim parametru a ztrati pevny bod
x = 0 stabilitu, kdyZ parametr a pfekroci kritickou hodnotu a; = % = 0,31831, a dojde k bifurkaci typu vidlicka
(pitchfork bifurcation). Pfi ni vlastni ¢islo linearizovaného systému (derivace funkce f) opusti jednotkovou kruZnici
v bod€ z = 1. Vznikne dvojice novych pevnych bodi, které jsou stabilni.

Pfi dalsim zvétSovani parametru a dojde k bifurkaci zdvojeni periody (period doubling bifurcation) pfi piekroceni
kritické hodnoty as = 0,719962. Pfi této bifurkaci vlastni ¢islo linearizovaného systému opusti jednotkovou kruZnici
v bod€ z = —1, tyto dva pevné body ztrati stabilitu a z kazdého z nich se odvétvi kiivka dvouperiodickych bodi.

Nasleduje Feigenbaumova kaskdda zdvojovani periody a oblast deterministického chaosu. Pfi dal$im ristu para-
metru a se stfidaji okna s periodickym a chaotickym reZimem.

Pevny bod je feSenim rovnice
fap(x) = 2.
Je-li navic
fap(®) =0,
nazyva se takovy pevny bod super—stabilni. Jeho Lyapunoviv exponent

N
! ,
A= lim - §1 In |f"(zn)]
n

je A = —oo. Snadno lze odvodit, Ze tyto super—stabilni pevné body naseho dynamického systému odpovidaji
parametrim, které spliiuji podminku

1
b:l:(l:k—Fi, keZ.
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Obr. 6: Obrazy M. C. Eschera pfipominaji fraktdlni mnoZiny.

Tato podminka popisuje v parametrickém prostoru a-b jakousi mifizku tvofenou dvéma soustavami rovnobéznych
ptimek.

Vyneseme-li zdvislost Lyapunovova exponentu na parametrech a a b, dostaneme obr. 4. Ten ma fraktaln{ strukturu,
kterou 1ze pozorovat pfi zobrazeni detailu na obr. 5.

29 Proc fraktaly tak lahodi lidskému oku?

ProtoZe jsou Casté v piirodé, zejména v zivé piirodé: koruny stromu, kofeny rostlin, cévy v lidském téle, struktura
nasich plicnich sklipkt — to jsou ptipady, kde pfiroda dociluje velkého povrchu pfi malém poctu stavebnich kament
strukturou, kterou (na jistém rozsahu méfitek) 1ze povazovat za fraktdlni.

30 Vyskytuji se fraktaly v uméni?

Fraktaln{ struktura je lidskému oku piijemna tim, Ze kdyZ se podivame zblizka, mame stdle co objevovat.
A proto se fraktdly objevuji s oblibou i ve vytvarném uméni. Jednim z nejzndméjsich malitd, ktery se vydal timto
smérem, je Maurits Cornelis Escher (1898-1972) [7] viz obr. 6; z Ceskych malifd Frantisek Kupka (1871-1957) viz

obr. 7.
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Obr. 7: FrantiSek Kupka, roddk z Opocna, byl jednim z prvnich Ceskych malitt, v jejichz dilech se objevuji fraktalni
motivy.

31 Setkame se s chaosem v bézZném Zivoté?

S citlivou zdvislosti na poc¢atecnich podminkéch, typickou pro deterministicky chaos, se setkivame na kazdém kroku.
Vétsinou je to vysledek kladné zpétné vazby, tedy déje, kdy jista odchylka ma za nasledek dalsi rust této odchylky.

Napf. podnikatel, ktery md na zacétku jen o trochu ve&tsi kapitdl neZ jeho konkurent, si mize dovolit nakoupit
dokonalejsi technologii. Tim ma vétsi produktivitu prace, vétsi zisk, tim si mize dovolit jesté€ dokonalejsi technologii,
tim ma jesté vetsi zisk atd.

Nebo predstavte si polni cestu. Utvori-li se na ni malinkd jamka, bude v ni po desti malink4 kaluz. Projede po ni
automobil a tuto malinkou kaluZ vySplouchne. Tim prohloubi jamku. Pfi dal§im desti se v ni vytvori vétsi kaluz, dalsi
automobil vySplouchne vice blata, tim se jamka dale prohloubf atd.

Néco podobného se odehrdva i ve vztahu dvou lidi, napf. studenta a studentky. Vznikne-li mezi nimi ndklonnost
malinko vétsi nez mezi ostatnimi, budou vice vyhledavat spolecné chvile. Tim se vice poznaji, prohloubi se jejich
vzajemna naklonnost atd.

Podobnou nestabilitu vykazuje i lidska spolecnost jako celek v otdzce vyzbrojeni. Jeden ndvrh na feSeni problému
nasili a vdlek dava pacifismus: bylo by to krasné, kdybychom znicili v§echny zbrané. Pak by kone¢né zavladl mir.
Tento stav by ale byl nestabilni: kdyby si néktery jedinec ¢i skupina lidi pofidila malou zbraii, ziskala by malou
prevahu nad okolim, mocenskou i hmotnou. Tim by si mohla dovolit pofidit vétsi zbran a tim by ziskala vétsi pfevahu
atd.

Na chaosu je krasné, Ze touto citlivou zavislosti na pocatecnich podminkach, timto roztahovinim ve fazovém
prostoru, piibéh nekonc¢i. Vzapéti nastava skladani a déj se opakuje, ale nikdy ne stejné.

32 Jaké jsou dusledky chaosu na predpovidatelnost?

Citliva zdvislost na pocate¢nich podminkdch predstavuje omezeni mozZnosti Cinit predpovédi. JestliZze je nejvétsi
Lyapunoviv exponent systému A4, > 0 a zndme-li souasny stav systému s presnosti €;,¢:41, pak nepiesnost roste
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Obr. 8: Vanessa virginiensis (americkd babocka), motyl, ktery vim moznd zachranil Zivot. Pro¢? ProtoZe krétce pred
vyfotografovanim Kennethem Dwainem Harrelsonem 4. ¢ervna 2007 zamadval kiidly a tim moZna odvrétil ni¢ivou
boufi ve vasem mésté prave dnes.

exponencidlné s asem
&t = Einitial eXp(/\maa:t)~

PoZzadujeme-li pfedpovéd stavu systému s piesnosti € f;nq1 za Cas ¢, nemtize byt tento ¢as vétsi nez

In € final ]

tr, ~
yap
)\ma:v Einitial

To je zdsadni omezeni, o kterém se v soucasnosti mini, Ze je nelze obejit.

33 Co to je efekt motylich kridel ?

Citliva zdvislost na pocate¢nich podminkach ma jesté dalsi dasledky. Nejenze mala chyba uréeni pocéate¢niho stavu
preroste pozadovanou chybu predpovédi, ale i sebemensi odchylka stavu se v konecné dobé projevi jako odchylka
srovnatelna s velikosti stavovych veli¢in. Tomu se né€kdy fikd efekt motylich kiidel. V literatufe to byva ilustrovano
na hypotetickém ptikladé, kdy zména proudéni vzduchu zpisobend mavnutim motylich kiidel se za kone¢nou dobu
muiZe projevit ni¢ivou boufi na druhém konci zemékoule.

Ja si dovoluji nabidnout prijemné&;jsi ilustraci: mavnuti kiidel jedné babocky (viz obr. 8) na druhém konci zemé-
koule zpisobilo, Ze dnes se ve vasem mésté nevyskytla ni¢ivd boufe a vy si mizete v klidu Cist tento ¢lanek.

34 Kde kon¢i determinismus (a za¢ina nahoda)?

Ulohy z teorie nelinedrnich dynamickych systémi obvykle patii do jedné ze dvou velkych tid:

e Mame k dispozici model ve tvaru diferencialnich nebo diferencnich rovnic sestaveny pomoci fyzikédlnich a
jinych zdkond na zdklad€ naSich znalosti o studovaném problému. Potom muzeme vySetfovat vlastnosti fesen{
tohoto modelu napf. v zdvislosti na pocate¢nich podminkach ¢i parametrech a porovnavat numerické vysledky
z modelu s experimentdlné naméfenymi tidaji.

e Model nezndme, mame k dispozici pouze experimentdlni data, napf. ve tvaru Casové fady jedné nebo vice
fyzikalnich veli¢in méfenych v zavislosti na Case.
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jakého deterministického dynamického systému, nebo zda se jednd o vysledek déje pfili§ sloZitého na to, abychom
byli schopni jej popsat deterministickym systémem — pak takovy déj nazyvame nahodnym neboli stochastickym,
nékdy Sumem. Zdiraznéme, Ze ndhodnost neni vlastnost systému samotného, ale je to vlastnost dvojice: systém a
pozorovatel. Systém, ktery se jednomu pozorovateli mize zdat nahodny, tedy prekracujici jeho schopnosti detekovat
deterministicky pivod, se miZe jinému pozorovateli jevit jako deterministicky, napf. proto, Ze ma k dispozici vice
informaci.

To lze doloZit napt. détskou hrou rozpocitdvani. Jisté to znéte: En-ten-ty-ky dva Spa-li-ky, Cert vy-le-tél z e-lek-
tri-ky... Je-1i dan pocet osob a pocet slabik basnicky, pak volbou osoby, na kterou padne prvni slabika je jednoznacné
dana osoba, na kterou padne posledni slabika. To si déti neuvédomuji. Dospéli si to uvédomuji, a proto hraji jiné hry.
Neni to tak ddvno, kdy na skoro kazdém Ceském nadrazi bylo mozné spatfit skofdpkdie — muZe s malym stolkem,
na ném mél nékolik kelimkd dnem vzhtiru a pod jednim z kelimka byla mala kulicka. Na zacéatku kelimek obritil,
aby vam ukazal, kde je kulicka. Pak kelimky chvili rychle pfemistoval po stolku a poté vés vyzval, abyste ukézali na
kelimek, pod kterym je kulicka. Pred obracenim kelimku mu date né€jakou velkou bankovku. Kdyz je pod kelimkem,
ktery obrétite, kulicka, dostaneme dvojndsobek své sazky. KdyZ neni, nedostanete nic. Do dneska mi neni jasné, jestli
jsem tenkrat prohral 500 korun, protoZe jsem nedaval dost pozor, nebo jestli skofapkar podvadeél.

Podivejme se podrobnéji na hranici mezi determinismem a nahodilosti. ZjednoduSené feceno, o deterministické
dynamice hovotime, jestliZe blizké stavy systému maji podobné ndsledujici vyvoje. Abychom ziskali blizké stavy,
musime mit k dispozici dostateCny pocet bodi. Napt.abychom mezi body pfiblizné rovnomérné rozloZenymi na
usecce jednotkové délky ziskali dostatek dvojic bodt bliz§ich neZ £, musime mit alespon

bodi. Tento pocet roste s dimenzi: abychom ziskali mezi body pfiblizné€ rovnomérné rozloZenymi na jednotkovém
¢tverci dostatek dvojic bodu blizsich neZ , musime mit alesponi

1\2
N%()
€

bodi. Pro obecnou dimenzi D potfebujeme alespoil

bodi.

Kolik potfebujeme bodi, chceme-li odhalit deterministickou dynamiku systému s diskrétnim ¢asem s nejvétsim
Lyapunovovym exponentem J, tedy systému, ve kterém se body vzdalené ¢ pfi jednom kroku zobrazi na body
vzddlené € exp A? Potfebujeme tolik bodi, abychom ziskali dvojice bodl natolik blizké, Ze i po jednom kroku budou
blizké, tedy

cexpA <1

1
— >expA
€

(i)D > exp(AD)

N > exp(AD). (6)

Toto je vztah zdsadniho vyznamu pfi posuzovani mezi deterministickymi a tzv. ndhodnymi déji. Je-li dimenze D
problému dostatecné nizka a je-li chaoti¢nost systému (vyjaddiena nejvétsSim Lyapunovovym exponentem) dostate¢né
mald, pak lze pozorovat deterministicky pivod signalu. Je-li ale dimenze problému vysoka (jak je tomu v piipadé
mnoha systému z redlného svéta) a je-li chaoti¢nost vysoka, je nemozné z malého poctu bodu vycist zakonitosti, které
davaji vzniknout studovanému signdlu. Napt. pro A = 10 a D = 10 je pozadavek

N > exp 100 = 10%3

zcela mimo soucasné (a asi i budouci) moZnosti.
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Dokonce i v piipadé, ze je D nizké, ale A vysoké natolik, Ze jejich soulin je vysoky, je nemozné odhalit de-
terminismus. To je pfipad béZnych generatorti pseudonahodnych Eisel pouzivanych na souCasnych pocitacich. Jaka
je hranice, kdy se softwarovy generator pseudondhodnych ¢isel béZici na deterministickém pocitaci bude jiz jevit
jako deterministicky? Napf. generdtor drand48, ktery je soucdsti standardni knihovny funkei jazyka C, pouziva
algoritmus

Tnt1 = (azy, + ¢) mod m, @)

kde m = 248 (odtud pochézi nizev), a =5 DEECE66D;5 = 3 x 1019, ¢ = 11. Vystupem jsou pak hodnoty z,, /m.
Snadno uréime Lyapunoviv exponent
A=Ilna=24

a tedy pocet bodii nutny pro odhaleni deterministického algoritmu je podle (6)

N > exp(AD) = a = 3 x 10'°.

TakZe pokud tento generdtor pouzijeme pro generovani méné nez fadové 10'Y bodd, nelze jej povaZovat za determi-
nisticky, coZ v praxi bohat¢ staci.

Tento piiklad lze pouzit jesté pro grafické vysvétleni podminky (6). Budeme-li vynaset do grafu body v roviné
o soufadnicich (z,,41/m, ., /m), potom pro (7) dostaneme body, které budou pfiblizn& rovnomérné rozloZeny v jed-
notkovém &tverci. Pfi malém poctu bodt nebude patrna Zadn4 struktura v tomto grafu. Teprve pfi poctu bodd vétsim
nez fadové 100 bude vidét, ze body leZi na dseckéch, které tvoif graf funkce (7). Tyto dsetky viak maji velkou
smérnici a tudiZ leZi blizko u sebe, proto jsou pfi malém poctu bodd nepozorovatelné.

Poznamenejme jesté, Ze podminka (6) je nutnd, ale ne postacujici. Napf. pro A = 0,1 a D = 3 tato podminka dava
N > exp0,3 = 1,3, coZ rozhodné neznamenad, Ze ze dvou bodi Ize usuzovat na deterministicky piivod signdlu.

Podminku (6) 1ze ¢astecné obejit, pokud mame moznost volby pocate¢nich podminek a miiZeme pozorovat vyvoj
z riznych blizkych pocateénich podminek, které mdme moZnost nastavovat tak, abychom vytvorili blizké body. Po-
tom nepotfebujeme tak vysoky pocet bodu.

Poznamenejme jesté, Ze i jednoduchd dynamika se zacne jevit jako slozitd, pokud mame k dispozici ne vSechny
body Casové fady, ale pouze kazdou napf. k-tou hodnotu. Potom je Lyapunoviv expoment k ndsobkem ptivodniho

Lyapunovova exponentu.

35 Co to znamena pro kauzalitu a svobodnou vuli?

Mohlo by se zdat, Ze rozdil mezi determinismem a ndhodou tedy spocivd pouze v mnoZstvi dat, které mame k dis-
pozici. Ze kdybychom méli dostatek mé&feni, tak bychom mohli kazdy signal odhalit jako vysledek deterministického
dynamického systému. Tato myS$lenka se v déjinach lidského poznéni v riznych podobach opakované vraci, nejéastéji
jako spor mezi kauzalitou (pfi¢innosti) a svobodnou vuli.

Nejstarsi zprava o tomto sporu je jediny dochovany zlomek z dila feckého filozofa Leukippa (5. st. pf.n.1.): Ani
jedna véc nevznika bez pfiCiny, ale vSe vznika z néjakého divodu (logos) a nutnosti (ananké). Pivodni vyznam slova
ananké byla smycka na krku otroka, tedy néco, co omezuje pohyb a svobodu. Ananké byla také feckd bohyné osudu a
nutnosti. Jeji povaha byla velmi neménnd, a tak neméla mnoho chrami, protoZze lidé se domnivali, Ze by si jeji pfizen
takto neziskali.

Predstava absolutni determinovanosti veSkerého dénf na svété ale byla téZko pfijatelna (a je dodnes [31],[21]). To
se pokousi fesit jiz fecky filozof Epikiros ze Samu (341-270 pi.nl.) tim, Ze zavadi parenklizi, malou odchylku od
fadu nutnosti, kterou atomy projevuji svoji svobodnou vili.

Opét, a ve vyostfenéjsi podobg, se otdzka determinismu vynofuje po Uspé&Sich newtonovské mechaniky, kdy se
zddlo, 7Ze Newtonuv gravitacni zdkon spolu s Newtonovymi pohybovymi zikony umoziiuji vysvétlit pohyb planet
nasi slunecni soustavy. Francouzsky matematik a astronom Pierre Laplace (1749-1827) pfichazi s predstavou by-
tosti (pozdéji nazvanou Laplactiv démon), ktera obdafena dokonalymi vypocetnimi moznostmi a dokonalou znalosti
pocateénich podminek (zde poloha a rychlost v§ech hmotnych bodi v daném Casovém okamziku) by byla schopna
urcit stav systému v libovolném okamziku v budoucnosti i v minulosti.

Fyzika pocétku 20. stoleti ndm k otdzce determinismu podala dalsi dulezité piispévky: teorii relativity a kvantovou
mechaniku. Albert Einstein (1879-1955) ve speciani teorii relativity ukdzal, Ze pojem soucasnosti neni absolutni,
ale zévisi na rychlosti pohybu pozorovatele. A v obecné teorii relativity ukazal, Ze Newtondv gravitatni zdkon,
ktery privedl Laplace k mySlence démona, plati jen priblizné. Ddle dnes vime, Ze silové plsobeni na dilku se nedéje
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okamZzit€, ale s urCitym zpozd€nim, které z kone¢n€ dimenziondlniho dynamického systému de€la nekonecné dimen-
ziondn{ systém. Werner Karl Heisenberg (1901-1976) odvodil relace neuréitosti, které vylucuji souasnou ptresnou
znalost polohy a hybnosti (tedy rychlosti) ¢astice.

Podivejme se ted na otdazku determinismu z jistého nadhledu. Predev§im kazdy clovék ma zkuSenost své vlastni
svobodné viile. Tu nelze sice dokdzat ani odvodit, ale tato vlastni zkuSenost je silnd.

Kromé jiného by bylo nepraktické svobodnou vili vylucovat také proto, Ze by tim padal cely pravni fad, na
kterém stojf soucasnd lidsk4 civilizace. ProtoZe jak by bylo moZné trestat zlodéje, kdybychom tvrdili, Ze tak jednal
ne z vlastni vile, ale podle deterministickych zdkond, které fidi veskeré déni tohoto svéta?

Jak je to tedy s platnosti fyzikdlnich zdkonti? Plati nebo neplati? Je pfiroda deterministicka nebo ne? Je nas osud
urcen stavem vesmiru tésné po velkém tfesku, nebo jsme my lidé svobodné bytosti?

Tyto otdzky jsou vysledkem velkého nedorozuméni. To spociva v preceriovani fyziky a toho, co nazyvame prirodni
zékony. Pfirodni zdkony totiZ neplati v absolutni mite.

Mame tfi druhy zdkond: bozi, pravni a fyzikélni. A Zadné z té€chto zdkont nepfedstavuji absolutni omezeni. Boz{
zéakony, aniz bychom zde fesili otdzku, kdo je jejich autorem, pfedstavuji velice dobrd doporuceni. Napf. nezabijes,
nepokrade$. Ale ¢lovék ma svobodu tato doporuceni porusit s tim, Ze ponese nasledky svych ¢inti. Podobné je to
s pravnimi zdkony. Ale co fyzikalni zdkony? KdyZ fikdme, Ze ani fyzikalni zdkony neplati absolutné, nemdme tim na
mysli, Ze by se ¢lovék mohl napt. rozhodnout, Ze se vznese a proleti se vzduchem, slunecni soustavou ¢i casem. Ani
svobodnad vile ¢lovéka neni absolutni.

Vétsina fyzikdlnich tvrzeni je doprovdzena velkym mnoZstvim nevyslovenych pfedpokladi. A deterministicky
chaos ndm dava dobrou pfilezitost jeden duleZity nevysloveny piedpoklad si pfipomenout. Je to presnost. Nejen
kazdy naméfeny vysledek md svoji kone¢nou piesnost, ale i kazdy fyzikalni zdkon ma4 svoji kone¢nou oblast platnosti.
Dokonce i kazdy fyzikalni pojem md svoji kone¢nou oblast, kde mad smysl. Pfesnost naméfeného vysledku je ddna
metodou méfeni, zejména méficim piistrojem. Oblast platnosti fyzikédlniho zdkona je obvykle tak Sirok4, Ze ji neni
tieba v bézné praxi brat v ivahu. Nicméné presnost tu hraje roli jakéhosi horizontu. Tak jako horizont v béZném
slova smyslu je pomyslnd ¢ara kolem nas nékde na blizkych pahorcich, ktera oddéluje tu ¢ast krajiny, kterou z naseho
stanovisté vidime, od té, kterou nevidime, tak horizont dany presnosti pfedstavuje hranici, kam az plati naSe tvrzeni.

Uvazujme napf. Ohmuv zakon

U = RI.

Plati absolutné presn¢? Nikoliv. Napf. plati jen pro malé proudy I, protoZe pii velkém proudu se uvoliiovanym
Joulovym teplem mohou zdsadné zménit vlastnosti vodice. Plati pro libovolné malé proudy? Nikoliv. Je-li napf.
elektricky proud v kovovém vodici tvofen proudem elektrond o naboji e po dobu ¢ & 1s, pak nemd smysl uvazovat
proud mensi nez

Iin & % ~1,6x 1079 A,

A tato hodnota ptedstavuje nejen minimalni proud, ktery ma smysl uvazovat, ale i pfesnost, do jaké ma smysl viibec
uvazovat elektricky proud po dobu jedné sekundy jako fyzikalni veli¢inu. To je samoziejmé pro mnoho aplikaci
zcela dostacujici presnost. Tento horizont pfesnosti zane byt dilezity, potfebujeme-li uvazovat o presném uréeni
pocatecnich podminek, napt. pro ptfedpovidani chovéani chaotického dynamického systému.

Nezapominejme, Ze i samotny pojem elementarni ¢astice je pouze model — lidskd myslenkova konstrukce, ktera
velice dobfe popisuje malou ¢ast svéta v nékterych situacich. Stard otdzka ,Je elektron vlna nebo Castice? nema
na ur¢itém stupni presnosti (tedy do jistého horizontu) je rozumné pouZivat tyto modely.

A jak to vypadd za horizontem? MiZeme si Fici ,,za horizontem muze byt cokoliv® (jako Homértiv Odysseus) a
nebo ,,co se nau¢im tady, to pouZiji i za horizontem* (jako KryStof Kolumbus).

Déjiny lidského poznani jsou neustdlé posouvani horizontu smérem k vétSim presnostem a neustalé objevovani
novych zdkonitosti. Kazdy tento zdkon a kazdy pojem, ktery se v ném vyskytuje, ma svoji omezenou oblast platnosti
a smyslu. Neni divod domnivat se, Ze to, co jsme objevili dodnes, bude platit i daleko za sou¢asnym horizontem.
Neni ani ddvod domnivat se, Ze soutasné ndstroje pro popis skutecnosti (napt. diferencélni a diferenéni rovnice)
budou stale tim nejlep$im nédstrojem.

Tim méné je divod domnivat se, Ze nékdy Clovék objevi definitivni zdkon veskerého déni na svété. Protoze ¢im
dal jdeme v tomto posouvani horizontu pfesnosti, tim mame sice dokonalejsi vypocetni i méfici techniku, ale tim jsme
také déle od nasi bézné lidské zkuSenosti.

A tak, jako jsme si vyvratili pojem elektrického proudu coby fyzikdlni veli€iny s absolutni platnosti, tak podobné
miZeme u kazdé fyzikalni veliiny najit omezenou oblast, kde ma smysl ji uvazovat. Podobné napft. teplota a tlak,
tak dulezité veli¢iny pro stanoveni soucasného stavu a tedy i pro predpovidani pocasi, jsou pouze stfedni hodnoty
souboru velkého poctu Castic.
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To viak lze fici o viech fyzikélnich veli¢inach, napf. i ¢asu. Cas neexistuje v piirodé jako n&jaka objektivni
realita. Je to pouze lidskd mySlenkovd konstrukce.

To nés vede k zavéru, ze fyzikalni zdkony jsou sice velice uzitecné a i krasné, ale jsou to pouze lidské myslenkové
vytvory vhodné pro pfiblizny popis skute¢nosti. Tento popis je ¢asto natolik blizky skutecnosti samé, Ze s ni byva
ztotoziiovan. Pravé ta vysokd mira piesnosti je nebezpecnd, protoZe vytvéii toto pokusSeni.

TakZe odpovéd na otdzku, je-1i svét deterministicky ¢i nikoliv, neni ani ano ani ne. Odpovéd zni: svét existuje,
svét se vyviji, my jej pozorujeme, jsme soucdsti svéta, jednotlivé &asti svéta se navzdjem ovliviiuji. Clovék pozoruje
déni kolem sebe (a i déni v sob€) a vytvaii si modely - mySlenkové konstrukce, které jsou krasné a uZite¢né pro tiidéni
téchto pozorovani a pro ¢astecné predpovidani déju. Tyto modely mohou byt deterministické nebo stochastické, ale

jsou to jen pfiblizné modely.

36 Kde selze dozvédeét vice?

O chaosu bylo napsano nepfeberné mnozstvi knih i ¢lankd v Casopisech, jak odbornych, tak populdrnich. Vyvazenosti
mezi srozumitelnosti a hloubkou se vyznacuje [22]. Vztahem mezi nelinedrni dynamikou a statistickou mechanikou
literatury vynika [18]. VétSina praci je v angliCting, pfesto i v Cestiné najdeme zajimavé prace [19], [13], [12], [15],
[16].

Tento ¢lanek je shrnutim prednasek [26] a [27] a roz$ifenim prispévku do sborniku [11] ze semindfe Matematika
na vysokych skolach.

Vedle papirovych pramenti dnes existuje bohata literatura v elektronické podobé. Obcas to jsou dila rozsahem
a hloubkou plné€ srovnatelnd s papirovymi, napt. [5]. Casto to jsou vSak kratké texty majici riznou droven. Diky
vyhleddvacim néstrojim jako Google [10] v nich lze snadno hledat. Mezi uZite¢né zdroje informaci rozhodné patii
UK Nonlinear News (Nelinearni zpravy Spojeného kralovstvi) [29] a Nonlinear Science FAQ (Frequently Asked
Questions - Casto kladené otazky) [20]. Archiv arXiv [3] zaloZeny v roce 1991 v Los Alamos National Laboratory
pivodné pro ¢lanky z fyziky vysokych energii, ktery v roce 2001 piesel do spravy Cornell University, dnes obsahuje
plné texty publikaci z fyziky, matematiky, nelindrni védy, pocitacové védy a kvantitativni biologie a predstavuje rychly
a pohodIny zptsob pro sdileni novych matematickych a fyzikalnich vysledku.

Uzite¢nym zdrojem odbornych informaci je Wikipedie — oteviena encyklopedie [30]. Oteviend zde znamena, Ze
kazdy uZzivatel mize kdykoliv a zadarmo Cist jeji obsah, ale také, Ze kazdy miZe jeji obsah opravovat, upravovat a
prispivat. Tim je dosaZeno, Ze jejimi spoluautory se mohou stat vSichni gramotni obyvatelé této planety a spolecné
tak vytvoftit dilo nebyvalého rozsahu a vyznamu.

37 Corici zavérem?

Cist literaturu, papirovou ¢i elektronickou je uzitecné, ale podle mé osobni zkuSenosti nezastupitelnou dlohu pfi studiu
deterministického chaosu hraje vlastni prozitek. Je velice dileZité zvolit si néjaky nelinearni model, napf. logistické
zobrazeni nebo Lorenziiv model, vybrat si néjaky softwarovy ndstroj (néjaky programovaci jazyk, napf. C, Fortran,
Pascal nebo jesté 1épe néjaky vyssi prostiedek, napf. Mathematica, Maple, Matlab) a hrat si. Volit si rizné pocate¢ni
podminky, rizné hodnoty parametri a iterovat, integrovat, simulovat, kontinuovat a kreslit si obrazky a v klidu se na né
dlouze divat. Je to inspirujici a krasné. Pfeji vam, mili ¢tenafi, hodné takovych krasnych zazitkd s deterministickym
chaosem.

Tato prace je podporovana projektem MSM 6046137306 a vznikla diky pfistupu k vypocetnim zdrojim META-
Centrum v rdimci MSM 6383917201.
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