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Chaos je život,
periodicita choroba,

rovnováha smrt.

1 O čem je tento článek?
O deterministickém chaosu jako jednom typu chovánı́ dynamických systémů.

2 Proč je psán jako rozhovor?
Protože rozhovor je jednı́m z nejstaršı́ch a nejpřirozenějšı́ch způsobů sdělovánı́ myšlenek. Také proto, že čtenář
z otázky rychle pozná, o čem je následujı́cı́ text, a může si jej přečı́st, nebo přeskočit, a vı́, kde pokračovat.

3 Co to znamená chaos?
Slovo chaos se použı́vá nejčastěji ve třech různých souvislostech: v řecké mytologii, v běžném smyslu a ve spojenı́
deterministický chaos.

4 Co znamená chaos v řecké mytologii?
Otevřeme-li studnici české vzdělanosti – Ottův slovnı́k naučný z roku 1897 [23], dočteme se pod heslem Chaos o jeho
řeckém původu toto:

Chaos (χάoς od χαίνω, tedy zejı́cı́ prostor), u starých Řeků dle Hésioda prastav všehomı́ra, než byl vlastně
stvořen a uspořádán, když látka veškera ještě v temnotách byla změtena. Potom vznikla Gaia (Země) a Erós (Láska),
z Chaosu pak povstaly Erebos (Tma) a Nyx (Noc), jejichž dětmi byly Aithér a Hémerá. Dle učenı́ orfiků však na
počátku byl Chronos (čas), z toho teprve vznikly Chaos a Aithér.

5 Jaký je běžný význam slova chaos?
Dnes slovo chaos v běžném významu znamená zmatek, nepořádek, nepřı́tomnost řádu, jednoty či jednotı́cı́ sı́ly. Tedy
něco nepřı́jemného a nežádoucı́ho.

Určitým protipólem k chaosu v tomto významu bylo slovo kosmos (z řeckého κóσµoς), které původně znamenalo
řád, dnes převážně prostor, vesmı́r.

Ze slova chaos vytvořil vlámský lékař a chemik Joan-Baptista van Helmont (1577–1644) slovo gas (plyn). To byl
přirozený důsledek poznánı́, že to, co dnes označujeme slovem plyn, je výsledek složitého chovánı́ jeho molekul.

6 Co to znamená deterministický chaos?
Tento zdánlivý protimluv je dnes již ustálený odborný termı́n označujı́cı́ určitý typ složitého chovánı́ deterministic-
kého dynamického systému. Je to oproti běžnému významu slova chaos

”
dobrá zpráva“ v tom smyslu, že přı́vlastek

deterministický řı́ká, že jsme nalezli určitý řád, deterministické souvislosti v ději, který se dřı́ve jevil jako nesrozu-
mitelný.

Dále budeme slova chaos a chaotický použı́vat pouze v tomto významu, nezdůraznı́me-li jinak.
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7 Co to znamená složité chovánı́?
Volně řečeno, složitým chovánı́m myslı́me chovánı́, které je

• omezené

• neutuchajı́cı́

• neperiodické.

8 Co to je dynamický systém?
Uvažujme systém (např. mechanický, elektrický, chemický či biologický), jehož stav lze za jistých zjednodušujı́cı́ch
předpokladů popsat v každém časovém okamžiku t souborem n reálných proměnných x(t) ∈ Rn, a necht’ tento jeho
stav jednoznačně vyplývá ze stavu v počátečnı́m okamžiku. Označme symbolem ϕt(x) stav systému v čase t, jestliže
jeho stav v čase 0 byl x. Potom x(t2) = ϕt2−t1(x(t1)) bude stav systému v čase t2, jestliže jeho stav v čase t1 byl
x(t1). Množinu všech stavů systému nazýváme stavový neboli fázový prostor.

Zobrazenı́ ϕ : Rn ×R → Rn se nazývá dynamický systém na Rn, jestliže:

1. ϕ0(x) = x pro všechna x ∈ Rn. Volně řečeno: vývoj za nulový čas nic nezměnı́.

2. Zobrazenı́ ϕt : Rn → Rn je difeomorfismus, tedy zobrazenı́, které je vzájemně jednoznačné, spojité a hladké a
to samé platı́ i o jeho inverznı́m zobrazenı́. Volně řečeno: určitému stavu v současnosti přı́slušı́ určitý a jediný
stav v libovolném okamžiku v budoucnosti i v minulosti (který ovšem závisı́ na čase).

3. ϕt ◦ ϕs = ϕt+s pro všechna t, s ∈ R. Tedy skládánı́ vývojů odpovı́dá sčı́tanı́ časů.

V praxi se často mı́sto se zobrazenı́m ϕ (nazývaným také tok) pracuje s vektorovým polem f : Rn → Rn na
pravé straně soustavy obyčejných diferenciálnı́ch rovnic (ODR)

dx

dt
= f(x). (1)

Označı́me-li stav systému mı́sto symbolem x slovem stav a nazveme-li předpis, který stavu systému přiřazuje rychlost
změny (hnacı́ sı́lu), mı́sto symbolem f slovem fyzika, dostaneme s trochou nadsázky

d stav
dt

= fyzika (stav).

Soustava ODR (1) definuje dynamický systém se spojitým časem (spojitý dynamický systém), zatı́mco diferenčnı́
rovnice

xn+1 = f(xn) (2)

definuje dynamický systém s diskrétnı́m časem (diskrétnı́ dynamický systém).
Hovořı́me-li tedy o vlastnostech dynamického systému, musı́me vždy rozlišovat, máme-li na mysli systém s dis-

krétnı́m či se spojitým časem.
Z toku ϕ lze snadno najı́t pole f pro (1) derivovánı́m

f(x) =
dϕt(x)

dt

∣∣∣∣
t=0

.

Obrácený postup je složitějšı́. Je-li pole f v (1) Lipschitzovské, tj.

∃k > 0 ∀x, y ∈ Rn ||f(x)− f(y)|| ≤ k||x− y||,

pak k danému poli f existuje jednoznačný lokálnı́ tok ϕ (a tedy i jednoznačné řešenı́ dané soustavy diferenciálnı́ch
rovnic), ale až na výjimečně jednoduché přı́pady jej nelze vyjádřit analyticky. Podobně jako dovedeme zderivovat
každou hladkou funkci, ale vyjádřit primitivnı́ funkci analyticky je, až na výjimečně jednoduché přı́pady, nemožné.
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9 Proč se zdůrazňuje, že jde o nelineárnı́ dynamický systém?
Dynamické systémy, a to platı́ pro diskrétnı́ i spojité, se dělı́ na dvě disjunktnı́ třı́dy: lineárnı́ a nelineárnı́, podle toho,
je-li zobrazenı́ f lineárnı́ či nikoliv. Připomeňme definici lineárnı́ho zobrazenı́.

Definice. Řı́káme, že zobrazenı́ f z vektorového prostoru do vektorového prostoru je lineárnı́, jestliže platı́

1. f(cx) = cf(x)

2. f(x + y) = f(x) + f(y)

pro všechna x, y ∈ D(f) a pro všechna c ∈ R.
Lineárnı́ systémy (konečné dimenze) jsou poměrně důkladně teoreticky prozkoumány, ale jejich řešenı́ nemohou

vykazovat chaos. Naproti tomu nelineárnı́ systémy jsou pro analytické zkoumánı́ obtı́žné a v řadě přı́padů se musı́me
(zatı́m) spokojit pouze s numerickou analýzou, která silně využı́vá modernı́ výpočetnı́ techniku. Právě proto se této
oblasti věnuje tak velká pozornost až v poslednı́ době.

Zdůrazněme ještě, že z praktického pohledu rozdı́l mezi lineárnı́m a nelineárnı́m systémem může záviset na volbě
rozsahu hodnot. Např. elektrický zesilovač se pro malá vstupnı́ napětı́ může chovat lineárně (výstupnı́ napětı́ je
přı́mo úměrné vstupnı́mu), zatı́mco pro velká vstupnı́ napětı́ se bude chovat nelineárně (výstupnı́ napětı́ bude omezené
napájecı́m napětı́m).

Oboru, který studuje nelineárnı́ dynamické systémy se řı́ká nelineárnı́ dynamika a zasahuje do aplikované a
numerické matematiky, fyziky, chemie, chemického inženýrstvı́, biologie, ekonomie a dalšı́ch oborů.

10 Kde se pojem deterministický chaos objevil poprvé?
Poprvé byl pojem chaos v této souvislosti použit v práci [17] s dnes již legendárnı́m názvem

”
Period three implies

chaos“. Volně řečeno: jestliže pro nějakou spojitou funkci f : R → R v (2) existuje bod x s periodou 3, tedy bod, pro
který platı́ f(f(f(x))) = x, potom existujı́ body s libovolnou periodou.

Nenı́ bez zajı́mavosti, že tento výsledek plyne z obecnějšı́ věty, kterou dřı́ve než Li a Yorke dokázal Šarkovskij
[28]. Český komentář k této práci vyšel v [2].

11 Jaká je definice deterministického chaosu?
Devaney [6] definuje deterministický chaos (pro dynamický systém s diskrétnı́m časem) třemi podmı́nkami:

1. citlivá závislost na počátečnı́ch podmı́nkách,

2. hustá množina periodických bodů,

3. tranzitivnost.

12 Co to je citlivá závislost na počátečnı́ch podmı́nkách?
Sledujme, co se stane, jestliže nepatrně změnı́me počátečnı́ podmı́nku x(0) pro ODR (1), resp. x0 pro (2). Je-li změna
malá a je-li pravá strana ODR spojitá, bude i změna pravé strany malá, tedy trajektorie vycházejı́cı́ z nové počátečnı́
podmı́nky bude zpočátku blı́zká původnı́ trajektorii. Budou-li se všechny takto změněné trajektorie (vycházejı́cı́
z jistého okolı́ původnı́ počátečnı́ podmı́nky) držet blı́zko původnı́ trajektorie, řı́káme, že je původnı́ trajektorie sta-
bilnı́.

Naopak citlivou závislostı́ na počátečnı́ch podmı́nkách nazýváme stav, kdy libovolně blı́zká trajektorie se bude
vzdalovat. V typickém přı́padě se bude vzdalovat exponenciálně s časem.

Chovánı́ této blı́zké trajektorie závisı́ na směru, kterým se počátečnı́ podmı́nka změnı́. Existuje-li jak směr, ve
kterém je trajektorie stabilnı́, tak i směr, ve kterém je nestabilnı́, pak takovou trajektorii nazýváme sedlo. To je
typický přı́pad.

Citlivá závislost na počátečnı́ch podmı́nkách má řadu závažných důsledků, jak pro numerické simulace, tak pro
možnost předpovı́dánı́ chovánı́ systému.

Závěrem tohoto odstavce bychom chtěli zdůraznit rozdı́l mezi
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• citlivou závislostı́ na počátečnı́ch podmı́nkách, která hovořı́ o rozbı́hánı́ trajektoriı́, které vycházejı́ ze dvou
blı́zkých počátečnı́ch podmı́nek pro stejnou volbu parametrů, a mezi

• bifurkacı́, která znamená kvalitativnı́ změnu fázového portrétu, když vybraný parametr systému překročı́ kri-
tickou, tzv. bifurkačnı́, hodnotu.

13 Co to je hustá množina periodických bodů?
Periodickým bodem dynamického systému (2) rozumı́me bod x, pro nějž existuje přirozené čı́slo k takové, že k-tá
iterace bodu x je rovna bodu x, tedy

fk(x) = x.

Nejmenšı́ takové čı́slo k se nazývá perioda bodu x. Bod s periodou 1 se nazývá pevný bod. Řı́káme, že množina A je
hustá v množině B, jestliže pro každé ε > 0 a každý bod y ∈ B existuje bod x ∈ A takový, že ||x− y|| < ε.

Přı́klad: ukažme si systém s hustou množinou periodických bodů. Uvažujme dynamický systém (nazývaný
Bernoulliho shift, čili posun)

xn+1 = f(xn), kde f(x) = 2x mod 1 (3)

pro x ∈ 〈0; 1), viz obr. 1.

-
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Obr. 1: Bernoulliho shift představuje elementárnı́ přı́klad systému s hustou množinou periodických bodů a také ele-
mentárnı́ přı́klad deterministického chaosu.

Zapı́šeme-li čı́slo x ∈ 〈0; 1) ve dvojkové soustavě, potom s každou iteracı́ funkce f se dı́ky násobenı́ dvěma
všechny čı́slice posunou o jedno mı́sto doleva. A dı́ky operaci mod 1 se vynulujı́ všechna mı́sta vlevo od desetinné
čárky. Ukážeme, že toto zobrazenı́ má hustou množinu periodických bodů. Ke každému y ∈ 〈0; 1) a ke každému
ε > 0 vytvořı́me x ∈ 〈0; 1) tak, aby

1. x byl periodický bod systému (3), tedy aby určitá iterace funkce f na tento bod dala opět tento bod; to ale
v přı́padě Bernoulliho shiftu vlastně znamená, že se určitá konečná posloupnost čı́slic v dvojkovém zápise čı́sla
x musı́ periodicky opakovat, a

2. aby byl bod x bodu y blı́že než ε. K tomu je nutné a stačı́, aby se dvojkové zápisy čı́sel x a y shodovaly na
prvnı́ch k mı́stech, kde k je − ln2 ε zaokrouhleno nahoru.

Takže čı́slo x vytvořı́me tak, že opı́šeme prvnı́ch k dvojkových čı́slic čı́sla y a za ně tuto stejnou skupinku čı́slic
periodicky stále opisujeme. Tak dostaneme bod x s periodou k, který se na prvnı́ch k mı́stech shoduje s y, takže je od
něj vzdálen méně než ε.

Tento dynamický systém je důležitý, protože je to také elementárnı́ přı́klad systému vykazujı́cı́ deterministický
chaos.

14 Co to znamená tranzitivnost?
Definice: Zobrazenı́ f : X → X je (topologicky) tranzitivnı́ na nějaké invariantnı́ množině Y , jestliže orbita
{fn(p)} nějakého bodu p je hustá v Y .
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Birkhoff dokázal, že f je tranzitivnı́ na Y právě tehdy, když pro libovolné dvě množiny U, V otevřené v Y existuje
kladné n takové, že

fn(U) ∩ V 6= ∅.

Volně řečeno: že se odkudkoliv (občas) dostaneme libolně blı́zko kamkoliv.

15 Co to znamená mı́chajı́cı́ systém?
To je silnějšı́ podmı́nka: f je mı́chajı́cı́, když pro libovolné dvě otevřené množiny U, V ⊂ Y existuje n0 takové, že

fn(U) ∩ V 6= ∅

pro všechna n > n0. Volně řečeno: obrazy U se jednou překryjı́ s V a už ji nikdy zcela neopustı́.

16 Jsou tyto tři podmı́nky v Devaneyho definici chaosu nezávislé?
Nejsou. Např. Banks et. al. [4] dokázali, že z tranzitivity a husté množiny periodických bodů plyne citlivá závislost
na počátečnı́ch podmı́nkách.

17 Co to jsou Lyapunovovy exponenty?
Lyapunovovy exponenty jsou čı́sla, která popisujı́ rozbı́havost blı́zkých trajektoriı́.

Zhruba řečeno: vzdálenost blı́zkých trajektoriı́ je úměrná

exp(λn)

pro diskrétnı́ čas a
exp(λt)

pro spojitý čas, kde λ je Lyapunovův exponent. Kladné λ značı́ rozbı́hánı́, záporné λ značı́ přibližovánı́ trajektoriı́.
Je-li alespoň jeden Lyapunovův exponent kladný, je to považováno za dostatečný signál, že se studovaný systém
chová chaoticky (pro zvolené počátečnı́ podmı́nky a zvolené hodnoty parametrů).

Trochu přesněji: pro dynamický systém s diskrétnı́m časem

xn+1 = f(xn)

lze časový vývoj odchylky vyjádřit diferenciálem

dxn+1 = J(xn) · dxn,

kde
Jij =

∂fi

∂xj

je Jacobiho matice parciálnı́ch derivacı́ zobrazenı́ f . Potom

dxn =
n−1∏
i=0

J(xi) · dx0

je lineárnı́ závislost dxn na dx0. Tedy obrazem jednotkové koule je elipsoid. Lyapunovovy exponenty jsou střednı́
hodnoty logaritmu rychlosti růstu jeho poloos

λ(dx0) = lim
n→∞

1
n

ln
||dxn||
||dx0||

.

Ty závisı́ na volbě dx0. Pro různé volby dx0 dostaneme tolik Lyapunovových exponentů, kolik je dimenze stavového
prostoru (tolik poloos má výše zmı́něný elipsoid). A největšı́ Lyapunovův exponent je

λmax = sup
dx0

λ(dx0).
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Tuto hodnotu dostaneme pro skoro všechny volby dx0.
Pro dynamický systém se spojitým časem

dx

dt
= f(x)

lze časový vývoj odchylky y(t) = δx(t) vyjádřit variačnı́ rovnicı́

dy

dt
= J(x(t)) · y(t).

Zde závislost y(t) na y(0) je opět lineárnı́ a tedy obrazem jednotkové koule je opět elipsoid. Lyapunovovy exponenty
jsou opět střednı́ hodnoty logaritmu rychlosti růstu jeho poloos

λ(y(0)) = lim
T→∞

1
T

ln
||y(T )||
||y(0)||

a největšı́ Lyapunovův exponent je opět
λmax = sup

y(0)

λ(y(0)).

Tuto hodnotu dostaneme opět pro skoro všechny volby y(0).
Určité hodnoty Lyapunovových exponentů přı́slušı́ jedné konkrétnı́ orbitě {xn}∞n=0 (pro diskrétnı́ čas), popř. jedné

konkrétnı́ trajektorii x(t) (pro spojitý čas), tedy určité počátečnı́ podmı́nce a určité volbě hodnot parametrů, pokud
zobrazenı́ f závisı́ na parametrech.

Vyšetřovánı́ závislosti Lyapunovových exponentů na počátečnı́ch podmı́nkách a na parametrech patřı́ mezi časté
úlohy, které odhalı́ o systému důležité informace využitelné i z praktického hlediska.

18 Jak se Lyapunovovy exponenty počı́tajı́?
Hledánı́ Lyapunovových exponentů se provádı́ dvěma zcela rozdı́lnými způsoby podle toho, je-li znám dynamický
systém nebo ne:

1. Je-li znám model, můžeme použı́t postup uvedený v přechozı́ části, tedy numerickou integracı́ variačnı́ch rovnic
spolu s původnı́ soustavou ODR v přı́padě spojitého času, nebo násobenı́ Jacobiho matic v přı́padě diskrétnı́ho
času.

2. Nenı́-li znám model a máme k dispozici pouze experimentálnı́ data např. v podobě časové řady, musı́me nejprve
použı́t metodu zpožděnı́ pro rekonstrukci atraktoru a potom počı́tat Lyapunovovy exponenty porovnánı́m změn
vzdálenostı́ blı́zkých bodů a jejich následovnı́ků.

Zde se budeme zabývat pouze přı́padem, kdy je model znám.

19 Můžeme si uvést nějaký přı́klad?
Spočtěme Lyapunovův exponent pro systém (3). Protože se jedná o jednorozměrný systém, má jediný Lyapunovův
exponent. A protože

f ′(x) = 2

je Lyapunovův exponent
λ = ln 2

nezávisle na počátečnı́ podmı́nce. Tento systém nemá parametry, takže nelze vyšetřovat závislost Lyapunovových
exponentů na parametrech.

6



20 Ještě jeden přı́klad?
Uvažujme plyn při pokojové teplotě za normálnı́ho tlaku uzavřený v nádobě tvaru kvádru, viz [8]. Jeho molekuly
vzájemnými srážkami neustále měnı́ své polohy a rychlosti. Odhadněme největšı́ Lyapunovův exponent λmax od-
povı́dajı́cı́ dynamice jejich vzájemných srážek. Předpokládejme pro jednoduchost, že molekuly plynu jsou identické
koule. Bylo by sice zajı́mavějšı́ uvažovat dvouatomárnı́ plyn, protože to je blı́že vzduchu, ve kterém žijeme, ale nám
zde bude stačit toto hrubé přiblı́ženı́ pro alespoň řádový odhad Lyapunovova exponentu.

Srážku dvou molekul popı́šeme v takové souřadné soustavě, kde je jejich společné těžiště v klidu a v počátku
soustavy. Z obr. 2 lze odvodit závislost úhlu α, ve kterém je zalomena dráha molekuly, na vzdálenosti b středu
molekuly od přı́mky procházejı́cı́ počátkem a rovnoběžné s rychlostmi molekul před srážkou

α = π − 2 arcsin
2b

d
,

kde d je průměr molekuly.

-
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Obr. 2: Dvě molekuly (a) před srážkou, (b) při srážce, (c) po srážce.

Malá změna δα0 směru dráhy jedné molekuly se po střednı́ volné dráze l ≈ 10−6 m molekuly mezi dvěma
srážkami projevı́ jako

δb ≈ l δα0

a tato změna se po srážce projevı́ jako nová změna úhlu

δα1 =
4

d | sinα/2|
δb ≈ 4

d
δb ≈ 4 l

d
δα0,

takže po n srážkách bude odchylka

δαn ≈ (
4l

d
)nδα0.

Označı́me-li střednı́ dobu mezi dvěma srážkami
T1 =

l

v
,

kde

v =

√
3kBT

m

je střednı́ kvadratická rychlost molekul, kB
.= 1,38× 10−23 J/K je Boltzmannova konstanta, T

.= 300 K je absolutnı́
teplota, m ≈ 5 × 10−26 kg je hmotnost jedné molekuly, d ≈ 10−10 m je průměr molekuly, % ≈ 3 × 1025 m−3 je
počet částic na jednotku objemu, bude největšı́ Lyapunovův exponent

λmax = lim
n→∞

1
nT1

ln |δαn

δα0
| ≈ v

l
ln

4 l

d
≈ 5× 109 nat/s.

Jednotka nat značı́, že jsme použili přirozený logaritmus, kdybychom použili dekadický logaritmus, byl by výsledek
v digits/s.
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21 Jaký je rozdı́l mezi disipativnı́m a konzervativnı́m systémem?
Máme-li deterministický dynamický systém, např. soustavu obyčejných diferenciálnı́ch rovnic, potom, je-li pravá
strana ODR Lipschitzovská, z každé počátečnı́ podmı́nky - z každého bodu ve fázovém prostoru - vycházı́ právě
jedna trajektorie - křivka ve fázovémm prostoru. Uvažujme nynı́ malou kouli počátečnı́ch podmı́nek a jejı́ vývoj
v čase. Tento útvar, původně koule v čase 0, se bude s časem deformovat.

Důležitá otázka je, jak se měnı́ s časem t objem V (t) tohoto útvaru

dV

dt
=

∮
S(t)

f · dS =
∫

V (t)

divf dV.

Dynamické systémy, pro které je tento objem v čase konstantnı́, tedy pro které je

divf = 0,

se někdy nazývaji konzervativnı́. Sem patřı́ např. hamiltonovské systémy. Tyto systémy se objevujı́ jako modely
mechanických systémů, kde neuvažujeme disipaci energie třenı́m (energie je tedy zachována, angl. conserved – odtud
název konzervativnı́), a použı́vajı́ se při popisu mikroskopických systémů a také při studiu nebeské mechaniky. Ve
skutečnosti vždy k disipaci energie docházı́ (např. v přı́padě nebeské mechaniky slapové sı́ly vyvolávajı́ přı́liv a odliv,
čı́mž je část mechanické energie disipována).

Naproti tomu u modelů, které popisujı́ systémy s lidskými měřı́tky, bývá

divf < 0.

Takovéto systémy se nazývajı́ disipativnı́ a objem sledované oblasti fázového prostoru s časem klesá k nule.

22 Co to je atraktor?
Zhruba řečeno, atraktor je množina ve fázovém prostoru, ke které jsou přitahovány (atrahovány) trajektorie. Přesněji:
je to množina, která splňuje tyto tři podmı́nky:

• Je invariantnı́, tj. trajektorie, která v této množině začı́ná, ji neopustı́.

• Má oblast přitažlivosti, tj. otevřenou množinu takovou, že trajektorie, která v této množině začı́najı́, se přibližujı́
k atraktoru.

• Je nerozložitelná, tj. nemá vlastnı́ podmnožinu (tj. podmnožinu, která se nerovná této množině), která splňuje
výše uvedené dvě podmı́nky.

Daný dynamický systém může mı́t jeden nebo vı́ce koexistujı́cı́ch atraktorů. Každý atraktor pak má svoji oblast
přitažlivosti. Ke kterému z možných atraktorů se určitá trajektorie bude přibližovat, závisı́ na počátečnı́ch podmı́n-
kách.

Opakem atraktoru je repelor, tedy množina, od které se trajektorie vzdalujı́. Při inverzi času přejde atraktor na
repelor a naopak.

Pokud je invariantnı́ množina stabilnı́ pouze v určitém směru a v jiném směru nestabilnı́, pak se nazývá sedlo.

23 Co to je fraktál?
Volně řečeno, fraktál je množina, která má velice členitou hranici. Když se na tuto hranici podı́váme v jemnějšı́m
měřı́tku, (dnes se řı́ká, že provedeme zoom), tak objevı́me dalšı́ detaily, které mohou být podobné původnı́mu obrazu.
Proto se takovým množinám také řı́ká samopodobné (self–similar).

24 Jak souvisı́ fraktály a chaos?
Při studiu dynamických systémů se často setkáme s fraktály ve dvou různých přı́padech:

• Atraktor chaotického dynamického systému může (ale nemusı́) být fraktálem.

8



• Při studiu závislosti typu chovánı́ dynamického systému na vybraných parametrech systému nebo na počáteč-
nı́ch podmı́nkách může množina v parametrickém prostoru, která odpovı́dá danému typu chovánı́, mı́t fraktálnı́
strukturu.

25 Jak vzniká fraktálnı́ atraktor?
Pro chaotické chovánı́ je typická citlivá závislost na počátečnı́ch podmı́nkách. Takže naše koule ve fázovém prostoru
se bude v jednom (nebo vı́ce) směrech roztahovat a v jiných směrech naopak smršt’ovat. Počet směrů, ve kterých se
roztahuje, je roven počtu kladných Lyapunovových exponentů. V přı́padě modelů reálných fyzikálnı́ch systémů je
vývoj omezen v jisté ohraničené části fázového prostoru. Potom vedle roztahovánı́ musı́ docházet ke skládánı́ (angl.
stretching and folding). To je schematicky znázorněno na obr. 3.

"!
# �� ��

����
�	
�
�
�������
 ���	��

�
�

Obr. 3: Schematické znázorněnı́ roztahovánı́ a skládánı́ ve fázovém prostoru. Malá koule počátečnı́ch podmı́nek
se roztahuje v některých směrech a současně smršt’uje v jiných směrech. Přitom se tento útvar ohýbá a skládá tak,
že vyplnı́ podobnou část fázového prostoru jako původnı́ koule, ale řidčeji – prostřednı́ část chybı́. Tento proces se
neustále opakuje, čı́mž vzniká fraktálnı́ struktura.

Při jednom takovém kroku dostaneme útvar, ve kterém v průřezu chybı́ prostřednı́ část o relativnı́ velikosti q, např.
33 %. V dalšı́m kroku ze zbývajı́cı́ch krajnı́ch častı́ opět zmizı́ jejich prostřednı́ část o relativnı́ velikosti q atd. Po
nekonečně mnoha takovýchto krocı́ch vznikne útvar, který se nazývá Cantorova množina.

Spočtěme si kapacitnı́ dimenzi Cantorovy množiny, kterou dostaneme z jednotkové úsečky tak, že při každém
kroku odstranı́me z každé souvislé části prostřednı́ dı́l o relativnı́ velikosti q.

Dimenzi lineárnı́ho vektorového prostoru lze definovat jako počet prvků báze. Např. dimenze přı́mky je 1, di-
menze roviny je 2. Kapacitnı́ dimenze (angl. capacity dimension, nebo také box counting dimension) dané množiny
je zobecněnı́m pojmu dimenze následujı́cı́m způsobem. Necht’ N(ε) je nejmenšı́ počet hyperkrychliček o hraně ε
nutných pro pokrytı́ dané množiny.

Např. pro pokrytı́ jednotkové úsečky úsečkami o délce ε je třeba alespoň N(ε) = 1
ε těchto malých úseček.

Řı́káme, že úsečka má dimenzi 1. Pro pokrytı́ jednotkového čtverce malými čtverečky o délce hrany ε je třeba
alespoň N(ε) = ( 1

ε )2 těchto malých čtverečků. Řı́káme, že čtverec má dimenzi 2. Pro pokrytı́ jednotkové krychle
malými krychličkami o délce hrany ε je třeba alespoň N(ε) = ( 1

ε )3 těchto malých krychliček. Řı́káme, že krychle
má dimenzi 3.

Kapacitnı́ dimenze je definována jako exponent ve vztahu mezi nutným počtem N malých hyperkrychliček o délce
hrany ε a jejich hranou ε

N(ε) ≈
(

1
ε

)D

tedy

D = lim
ε→0+

lnN(ε)
− ln ε

. (4)

Vrat’me se zpět k našı́ Cantorově množině. Po n dělenı́ch je třeba

Nn = 2n

úseček o délce

εn =
(

1− q

2

)n

,
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takže jejı́ kapacitnı́ dimenze je

D = lim
n→∞

lnNn

− ln εn
= lim

n→∞

ln 2n

− ln( 1−q
2 )n

=
ln 2

ln 2− ln(1− q)
.

Např. pro
q = 1/3

dostaneme
D =

ln 2
ln 3

.= 0,63093.

Nabı́zı́ se otázka, jaká bude dimenze útvaru, který vznikne z úsečky tak, že v každém kroku odstranı́me část, která
nenı́ prostřednı́. Ještě obecněji můžeme uvažovat množinu, která se skládá z m podmnožin, přičemž k-tá podmnožina
je rk-krát zmenšená verze původnı́ množiny. Pro přiblı́ženı́, v našem předcházejı́cı́m přı́kladě Cantorovy množiny
jsme měli m = 2 a poměry zmenšenı́ byly

r1 = r2 =
2

1− q
.

Hledáme dimenzi D, pro kterou platı́ (4). Pro pokrytı́ k-té podmnožiny hyperkrychličkami o hraně ε je zapotřebı́
právě tolik hyperkrychliček, jako pro pokrytı́ celé množiny hyperkrychličkami o hraně rkε tedy

Nk =
(

1
rkε

)D

.

Součet těchto čı́sel je počet hyperkrychliček nutných pro pokrytı́ celé množiny, tedy

m∑
k=1

Nk = N

m∑
k=1

(
1

rkε

)D

=
(

1
ε

)D

a tak dostáváme vztah
m∑

k=1

(
1
rk

)D

= 1,

z kterého lze určit dimenzi i v tomto obecném přı́padě.

26 Jak souvisı́ dynamika a fraktálnı́ atraktor?
Odvod’me kvalitativnı́ vztah mezi časovým popisem chaotičnosti dynamického systému, tedy Lyapunovovými expo-
nenty na jedné straně a statickými geometrickými vlastnostmi atraktoru tedy jeho kapacitnı́ dimenzı́ na straně druhé.
Uvažujme pro jednoduchost třı́rozměrný dynamický systém se spojitým časem se třemi Lyapunovovými exponenty:

• λ1 > 0 (ten souvisı́ s citlivou závislostı́ na počátečnı́ch podmı́nkách)

• λ2 = 0 (ten odpovı́dá změně počátečnı́ podmı́nky ve směru trajektorie)

• λ3 < 0 (ten souvisı́ se smršt’ovánı́m).

Pro disipativnı́ systém bude
λ1 + λ3 < 0.

Uvažujme vývoj po takový čas T , aby
exp(λ1T ) = 2,

tedy aby se původnı́ množina počátečnı́ch podmı́nek roztáhla dvakrát. Za tuto dobu se ve směru odpovı́dajı́cı́m
smršt’ovánı́ vytvořı́ skládánı́m uprostřed mezera o relativnı́ šı́řce q a dvě postrannı́ části o relativnı́ šı́řce

1− q

2
= exp(λ3T ).
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Obr. 4: Závislost Lyapunovova exponentu systému (5) na parametrech a a b.

Takže
q = 1− 2 exp(λ3T )

a kapacitnı́ dimenze atraktoru bude

D = 2 +
ln 2

ln 2− ln(2 exp(λ3T ))
= 2 +

ln 2
−λ3T

= 2 +
λ1

|λ3|
.

Dvojka, kterou přidáváme, odpovı́dá dvěma dalšı́m směrům (směr trajektorie a směr rozpı́nánı́). Tento vztah se nazývá
Kaplanova - Yorkova domněnka a uvádı́ do souvislosti statické vlastnosti atraktoru vyjádřené dimenzı́ a dynamické
vlastnosti vyjádřené Lyapunovovými exponenty.

27 Musı́ být podivný atraktor chaotický a naopak?
Atraktory, které majı́ neceločı́selnou dimenzi, se nazývajı́ podivné (angl. strange) atraktory. Atraktory dynamických
systémů s citlivou závislostı́ na počátečnı́ch podmı́nkách se nazývajı́ chaotické atraktory. Protože je častý přı́pad, kdy
je atraktor jak podivný, tak chaotický, bývajı́ tyto dva pojmy často zaměňovány. Přesto existujı́ i podivné nechaotické
atraktory [24], [25].

28 Jak vznikajı́ fraktály v parametrickém prostoru?
Uvažujme např. diskrétnı́ dynamický systém se dvěma parametry

xn+1 = fa,b(xn), (5)
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Obr. 5: Výřez z obrázku 4 ukazujı́cı́ fraktálnı́ strukturu v parametrickém prostoru.

kde
fa,b(x) = a sin(πx) + b.

Pro a = b = 0 má tento systém jediný pevný bod x = 0, který je stabilnı́. Při rostoucı́m parametru a ztratı́ pevný bod
x = 0 stabilitu, když parametr a překročı́ kritickou hodnotu a1 = 1

π

.= 0,31831, a dojde k bifurkaci typu vidlička
(pitchfork bifurcation). Při nı́ vlastnı́ čı́slo linearizovaného systému (derivace funkce f ) opustı́ jednotkovou kružnici
v bodě z = 1. Vznikne dvojice nových pevných bodů, které jsou stabilnı́.

Při dalšı́m zvětšovánı́ parametru a dojde k bifurkaci zdvojenı́ periody (period doubling bifurcation) při překročenı́
kritické hodnoty a2

.= 0,719962. Při této bifurkaci vlastnı́ čı́slo linearizovaného systému opustı́ jednotkovou kružnici
v bodě z = −1, tyto dva pevné body ztratı́ stabilitu a z každého z nich se odvětvı́ křivka dvouperiodických bodů.

Následuje Feigenbaumova kaskáda zdvojovánı́ periody a oblast deterministického chaosu. Při dalšı́m růstu para-
metru a se střı́dajı́ okna s periodickým a chaotickým režimem.

Pevný bod je řešenı́m rovnice
fa,b(x) = x.

Je-li navı́c
f ′a,b(x) = 0,

nazývá se takový pevný bod super–stabilnı́. Jeho Lyapunovův exponent

λ = lim
N→∞

1
N

N∑
n1

ln |f ′(xn)|

je λ = −∞. Snadno lze odvodit, že tyto super–stabilnı́ pevné body našeho dynamického systému odpovı́dajı́
parametrům, které splňujı́ podmı́nku

b± a = k +
1
2
, k ∈ Z.
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Obr. 6: Obrazy M. C. Eschera připomı́najı́ fraktálnı́ množiny.

Tato podmı́nka popisuje v parametrickém prostoru a-b jakousi mřı́žku tvořenou dvěma soustavami rovnoběžných
přı́mek.

Vyneseme-li závislost Lyapunovova exponentu na parametrech a a b, dostaneme obr. 4. Ten má fraktálnı́ strukturu,
kterou lze pozorovat při zobrazenı́ detailu na obr. 5.

29 Proč fraktály tak lahodı́ lidskému oku?
Protože jsou časté v přı́rodě, zejména v živé přı́rodě: koruny stromů, kořeny rostlin, cévy v lidském těle, struktura
našich plicnı́ch sklı́pků – to jsou přı́pady, kde přı́roda dociluje velkého povrchu při malém počtu stavebnı́ch kamenů
strukturou, kterou (na jistém rozsahu měřı́tek) lze považovat za fraktálnı́.

30 Vyskytujı́ se fraktály v uměnı́?
Fraktálnı́ struktura je lidskému oku přı́jemná tı́m, že když se podı́váme zblı́zka, máme stále co objevovat.

A proto se fraktály objevujı́ s oblibou i ve výtvarném uměnı́. Jednı́m z nejznámějšı́ch malı́řů, který se vydal tı́mto
směrem, je Maurits Cornelis Escher (1898–1972) [7] viz obr. 6; z českých malı́řů František Kupka (1871–1957) viz
obr. 7.
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Obr. 7: František Kupka, rodák z Opočna, byl jednı́m z prvnı́ch českých malı́řů, v jejichž dı́lech se objevujı́ fraktálnı́
motivy.

31 Setkáme se s chaosem v běžném životě?
S citlivou závislostı́ na počátečnı́ch podmı́nkách, typickou pro deterministický chaos, se setkáváme na každém kroku.
Většinou je to výsledek kladné zpětné vazby, tedy děje, kdy jistá odchylka má za následek dalšı́ růst této odchylky.

Např. podnikatel, který má na začátku jen o trochu většı́ kapitál než jeho konkurent, si může dovolit nakoupit
dokonalejšı́ technologii. Tı́m má většı́ produktivitu práce, většı́ zisk, tı́m si může dovolit ještě dokonalejšı́ technologii,
tı́m má ještě většı́ zisk atd.

Nebo představte si polnı́ cestu. Utvořı́-li se na nı́ malinká jamka, bude v nı́ po dešti malinká kaluž. Projede po nı́
automobil a tuto malinkou kaluž vyšplouchne. Tı́m prohloubı́ jamku. Při dalšı́m dešti se v nı́ vytvořı́ většı́ kaluž, dalšı́
automobil vyšplouchne vı́ce bláta, tı́m se jamka dále prohloubı́ atd.

Něco podobného se odehrává i ve vztahu dvou lidı́, např. studenta a studentky. Vznikne-li mezi nimi náklonnost
malinko většı́ než mezi ostatnı́mi, budou vı́ce vyhledávat společné chvı́le. Tı́m se vı́ce poznajı́, prohloubı́ se jejich
vzájemná náklonnost atd.

Podobnou nestabilitu vykazuje i lidská společnost jako celek v otázce vyzbrojenı́. Jeden návrh na řešenı́ problému
násilı́ a válek dává pacifismus: bylo by to krásné, kdybychom zničili všechny zbraně. Pak by konečně zavládl mı́r.
Tento stav by ale byl nestabilnı́: kdyby si některý jedinec či skupina lidı́ pořı́dila malou zbraň, zı́skala by malou
převahu nad okolı́m, mocenskou i hmotnou. Tı́m by si mohla dovolit pořı́dit většı́ zbraň a tı́m by zı́skala většı́ převahu
atd.

Na chaosu je krásné, že touto citlivou závislostı́ na počátečnı́ch podmı́nkách, tı́mto roztahovánı́m ve fázovém
prostoru, přı́běh nekončı́. Vzápětı́ nastává skládánı́ a děj se opakuje, ale nikdy ne stejně.

32 Jaké jsou důsledky chaosu na předpovı́datelnost?
Citlivá závislost na počátečnı́ch podmı́nkách představuje omezenı́ možnosti činit předpovědi. Jestliže je největšı́
Lyapunovův exponent systému λmax > 0 a známe-li současný stav systému s přesnostı́ εinitial, pak nepřesnost roste
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Obr. 8: Vanessa virginiensis (americká babočka), motýl, který vám možná zachránil život. Proč? Protože krátce před
vyfotografovánı́m Kennethem Dwainem Harrelsonem 4. června 2007 zamával křı́dly a tı́m možná odvrátil ničivou
bouři ve vašem městě právě dnes.

exponenciálně s časem
εt ≈ εinitial exp(λmaxt).

Požadujeme-li předpověd’ stavu systému s přesnostı́ εfinal za čas t, nemůže být tento čas většı́ než

tLyap ≈
1

λmax
ln

εfinal

εinitial
.

To je zásadnı́ omezenı́, o kterém se v současnosti mı́nı́, že je nelze obejı́t.

33 Co to je efekt motýlı́ch křı́del ?
Citlivá závislost na počátečnı́ch podmı́nkách má ještě dalšı́ důsledky. Nejenže malá chyba určenı́ počátečnı́ho stavu
přeroste požadovanou chybu předpovědi, ale i sebemenšı́ odchylka stavu se v konečné době projevı́ jako odchylka
srovnatelná s velikostı́ stavových veličin. Tomu se někdy řı́ká efekt motýlı́ch křı́del. V literatuře to bývá ilustrováno
na hypotetickém přı́kladě, kdy změna prouděnı́ vzduchu způsobená mávnutı́m motýlı́ch křı́del se za konečnou dobu
může projevit ničivou bouřı́ na druhém konci zeměkoule.

Já si dovoluji nabı́dnout přı́jemnějšı́ ilustraci: mávnutı́ křı́del jedné babočky (viz obr. 8) na druhém konci země-
koule způsobilo, že dnes se ve vašem městě nevyskytla ničivá bouře a vy si můžete v klidu čı́st tento článek.

34 Kde končı́ determinismus (a začı́ná náhoda)?
Úlohy z teorie nelineárnı́ch dynamických systémů obvykle patřı́ do jedné ze dvou velkých třı́d:

• Máme k dispozici model ve tvaru diferenciálnı́ch nebo diferenčnı́ch rovnic sestavený pomocı́ fyzikálnı́ch a
jiných zákonů na základě našich znalostı́ o studovaném problému. Potom můžeme vyšetřovat vlastnosti řešenı́
tohoto modelu např. v závislosti na počátečnı́ch podmı́nkách či parametrech a porovnávat numerické výsledky
z modelu s experimentálně naměřenými údaji.

• Model neznáme, máme k dispozici pouze experimentálnı́ data, např. ve tvaru časové řady jedné nebo vı́ce
fyzikálnı́ch veličin měřených v závislosti na čase.
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V tomto druhém, obtı́žnějšı́m přı́padě, musı́me nejprve rozhodnout, lze-li časovou řadu považovat za výstup z ně-
jakého deterministického dynamického systému, nebo zda se jedná o výsledek děje přı́liš složitého na to, abychom
byli schopni jej popsat deterministickým systémem – pak takový děj nazýváme náhodným neboli stochastickým,
někdy šumem. Zdůrazněme, že náhodnost nenı́ vlastnost systému samotného, ale je to vlastnost dvojice: systém a
pozorovatel. Systém, který se jednomu pozorovateli může zdát náhodný, tedy překračujı́cı́ jeho schopnosti detekovat
deterministický původ, se může jinému pozorovateli jevit jako deterministický, např. proto, že má k dispozici vı́ce
informacı́.

To lze doložit např. dětskou hrou rozpočı́távánı́. Jistě to znáte: En-ten-tý-ky dva špa-lı́-ky, čert vy-le-těl z e-lek-
tri-ky... Je-li dán počet osob a počet slabik básničky, pak volbou osoby, na kterou padne prvnı́ slabika je jednoznačně
dána osoba, na kterou padne poslednı́ slabika. To si děti neuvědomujı́. Dospělı́ si to uvědomujı́, a proto hrajı́ jiné hry.
Nenı́ to tak dávno, kdy na skoro každém českém nádražı́ bylo možné spatřit skořápkáře – muže s malým stolkem,
na něm měl několik kelı́mků dnem vzhůru a pod jednı́m z kelı́mků byla malá kulička. Na začátku kelı́mek obrátil,
aby vám ukázal, kde je kulička. Pak kelı́mky chvı́li rychle přemı́st’oval po stolku a poté vás vyzval, abyste ukázali na
kelı́mek, pod kterým je kulička. Před obrácenı́m kelı́mku mu dáte nějakou velkou bankovku. Když je pod kelı́mkem,
který obrátı́te, kulička, dostaneme dvojnásobek své sázky. Když nenı́, nedostanete nic. Do dneška mi nenı́ jasné, jestli
jsem tenkrát prohrál 500 korun, protože jsem nedával dost pozor, nebo jestli skořápkář podváděl.

Podı́vejme se podrobněji na hranici mezi determinismem a nahodilostı́. Zjednodušeně řečeno, o deterministické
dynamice hovořı́me, jestliže blı́zké stavy systému majı́ podobné následujı́cı́ vývoje. Abychom zı́skali blı́zké stavy,
musı́me mı́t k dispozici dostatečný počet bodů. Např. abychom mezi body přibližně rovnoměrně rozloženými na
úsečce jednotkové délky zı́skali dostatek dvojic bodů bližšı́ch než ε, musı́me mı́t alespoň

N ≈ 1
ε

bodů. Tento počet roste s dimenzı́: abychom zı́skali mezi body přibližně rovnoměrně rozloženými na jednotkovém
čtverci dostatek dvojic bodů bližšı́ch než ε, musı́me mı́t alespoň

N ≈
(

1
ε

)2

bodů. Pro obecnou dimenzi D potřebujeme alespoň

N ≈
(

1
ε

)D

bodů.
Kolik potřebujeme bodů, chceme-li odhalit deterministickou dynamiku systému s diskrétnı́m časem s největšı́m

Lyapunovovým exponentem λ, tedy systému, ve kterém se body vzdálené ε při jednom kroku zobrazı́ na body
vzdálené ε expλ? Potřebujeme tolik bodů, abychom zı́skali dvojice bodů natolik blı́zké, že i po jednom kroku budou
blı́zké, tedy

ε expλ < 1

1
ε

> expλ(
1
ε

)D

> exp(λD)

N > exp(λD). (6)

Toto je vztah zásadnı́ho významu při posuzovánı́ mezi deterministickými a tzv. náhodnými ději. Je-li dimenze D
problému dostatečně nı́zká a je-li chaotičnost systému (vyjádřená největšı́m Lyapunovovým exponentem) dostatečně
malá, pak lze pozorovat deterministický původ signálu. Je-li ale dimenze problému vysoká (jak je tomu v přı́padě
mnoha systémů z reálného světa) a je-li chaotičnost vysoká, je nemožné z malého počtu bodů vyčı́st zákonitosti, které
dávajı́ vzniknout studovanému signálu. Např. pro λ = 10 a D = 10 je požadavek

N > exp 100 .= 1043

zcela mimo současné (a asi i budoucı́) možnosti.
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Dokonce i v přı́padě, že je D nı́zké, ale λ vysoké natolik, že jejich součin je vysoký, je nemožné odhalit de-
terminismus. To je přı́pad běžných generátorů pseudonáhodných čı́sel použı́vaných na současných počı́tačı́ch. Jaká
je hranice, kdy se softwarový generátor pseudonáhodných čı́sel běžı́cı́ na deterministickém počı́tači bude již jevit
jako deterministický? Např. generátor drand48, který je součástı́ standardnı́ knihovny funkcı́ jazyka C, použı́vá
algoritmus

xn+1 = (axn + c) mod m, (7)

kde m = 248 (odtud pocházı́ název), a =5 DE EC E6 6D16
.= 3× 1010, c = 11. Výstupem jsou pak hodnoty xn/m.

Snadno určı́me Lyapunovův exponent
λ = ln a

.= 24

a tedy počet bodů nutný pro odhalenı́ deterministického algoritmu je podle (6)

N > exp(λD) = a
.= 3× 1010.

Takže pokud tento generátor použijeme pro generovánı́ méně než řádově 1010 bodů, nelze jej považovat za determi-
nistický, což v praxi bohatě stačı́.

Tento přı́klad lze použı́t ještě pro grafické vysvětlenı́ podmı́nky (6). Budeme-li vynášet do grafu body v rovině
o souřadnicı́ch (xn+1/m, xn/m), potom pro (7) dostaneme body, které budou přibližně rovnoměrně rozloženy v jed-
notkovém čtverci. Při malém počtu bodů nebude patrná žádná struktura v tomto grafu. Teprve při počtu bodů většı́m
než řádově 1010 bude vidět, že body ležı́ na úsečkách, které tvořı́ graf funkce (7). Tyto úsečky však majı́ velkou
směrnici a tudı́ž ležı́ blı́zko u sebe, proto jsou při malém počtu bodů nepozorovatelné.

Poznamenejme ještě, že podmı́nka (6) je nutná, ale ne postačujı́cı́. Např. pro λ = 0,1 a D = 3 tato podmı́nka dává
N > exp 0,3 .= 1,3, což rozhodně neznamená, že ze dvou bodů lze usuzovat na deterministický původ signálu.

Podmı́nku (6) lze částečně obejı́t, pokud máme možnost volby počátečnı́ch podmı́nek a můžeme pozorovat vývoj
z různých blı́zkých počátečnı́ch podmı́nek, které máme možnost nastavovat tak, abychom vytvořili blı́zké body. Po-
tom nepotřebujeme tak vysoký počet bodů.

Poznamenejme ještě, že i jednoduchá dynamika se začne jevit jako složitá, pokud máme k dispozici ne všechny
body časové řady, ale pouze každou např. k-tou hodnotu. Potom je Lyapunovův expoment k násobkem původnı́ho
Lyapunovova exponentu.

35 Co to znamená pro kauzalitu a svobodnou vůli?
Mohlo by se zdát, že rozdı́l mezi determinismem a náhodou tedy spočı́vá pouze v množstvı́ dat, které máme k dis-
pozici. Že kdybychom měli dostatek měřenı́, tak bychom mohli každý signál odhalit jako výsledek deterministického
dynamického systému. Tato myšlenka se v dějinách lidského poznánı́ v různých podobách opakovaně vracı́, nejčastěji
jako spor mezi kauzalitou (přı́činnostı́) a svobodnou vůlı́.

Nejstaršı́ zpráva o tomto sporu je jediný dochovaný zlomek z dı́la řeckého filozofa Leukippa (5. st. př. n. l.): Ani
jedna věc nevzniká bez přı́činy, ale vše vzniká z nějakého důvodu (logos) a nutnosti (ananké). Původnı́ význam slova
ananké byla smyčka na krku otroka, tedy něco, co omezuje pohyb a svobodu. Ananké byla také řecká bohyně osudu a
nutnosti. Jejı́ povaha byla velmi neměnná, a tak neměla mnoho chrámů, protože lidé se domnı́vali, že by si jejı́ přı́zeň
takto nezı́skali.

Představa absolutnı́ determinovanosti veškerého děnı́ na světě ale byla těžko přijatelná (a je dodnes [31],[21]). To
se pokoušı́ řešit již řecký filozof Epikúros ze Samu (341-270 př. n l.) tı́m, že zavádı́ parenklizi, malou odchylku od
řádu nutnosti, kterou atomy projevujı́ svoji svobodnou vůli.

Opět, a ve vyostřenějšı́ podobě, se otázka determinismu vynořuje po úspěšı́ch newtonovské mechaniky, kdy se
zdálo, že Newtonův gravitačnı́ zákon spolu s Newtonovými pohybovými zákony umožňujı́ vysvětlit pohyb planet
našı́ slunečnı́ soustavy. Francouzský matematik a astronom Pierre Laplace (1749-1827) přicházı́ s představou by-
tosti (později nazvanou Laplacův démon), která obdařena dokonalými výpočetnı́mi možnostmi a dokonalou znalostı́
počátečnı́ch podmı́nek (zde poloha a rychlost všech hmotných bodů v daném časovém okamžiku) by byla schopna
určit stav systému v libovolném okamžiku v budoucnosti i v minulosti.

Fyzika počátku 20. stoletı́ nám k otázce determinismu podala dalšı́ důležité přı́spěvky: teorii relativity a kvantovou
mechaniku. Albert Einstein (1879-1955) ve speciánı́ teorii relativity ukázal, že pojem současnosti nenı́ absolutnı́,
ale závisı́ na rychlosti pohybu pozorovatele. A v obecné teorii relativity ukázal, že Newtonův gravitačnı́ zákon,
který přivedl Laplace k myšlence démona, platı́ jen přibližně. Dále dnes vı́me, že silové působenı́ na dálku se neděje
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okamžitě, ale s určitým zpožděnı́m, které z konečně dimenzionálnı́ho dynamického systému dělá nekonečně dimen-
zionánı́ systém. Werner Karl Heisenberg (1901-1976) odvodil relace neurčitosti, které vylučujı́ současnou přesnou
znalost polohy a hybnosti (tedy rychlosti) částice.

Podı́vejme se ted’ na otázku determinismu z jistého nadhledu. Předevšı́m každý člověk má zkušenost své vlastnı́
svobodné vůle. Tu nelze sice dokázat ani odvodit, ale tato vlastnı́ zkušenost je silná.

Kromě jiného by bylo nepraktické svobodnou vůli vylučovat také proto, že by tı́m padal celý právnı́ řád, na
kterém stojı́ současná lidská civilizace. Protože jak by bylo možné trestat zloděje, kdybychom tvrdili, že tak jednal
ne z vlastnı́ vůle, ale podle deterministických zákonů, které řı́dı́ veškeré děnı́ tohoto světa?

Jak je to tedy s platnostı́ fyzikálnı́ch zákonů? Platı́ nebo neplatı́? Je přı́roda deterministická nebo ne? Je náš osud
určen stavem vesmı́ru těsně po velkém třesku, nebo jsme my lidé svobodné bytosti?

Tyto otázky jsou výsledkem velkého nedorozuměnı́. To spočı́vá v přeceňovánı́ fyziky a toho, co nazýváme přı́rodnı́
zákony. Přı́rodnı́ zákony totiž neplatı́ v absolutnı́ mı́ře.

Máme tři druhy zákonů: božı́, právnı́ a fyzikálnı́. A žádné z těchto zákonů nepředstavujı́ absolutnı́ omezenı́. Božı́
zákony, aniž bychom zde řešili otázku, kdo je jejich autorem, představujı́ velice dobrá doporučenı́. Např. nezabiješ,
nepokradeš. Ale člověk má svobodu tato doporučenı́ porušit s tı́m, že ponese následky svých činů. Podobně je to
s právnı́mi zákony. Ale co fyzikálnı́ zákony? Když řı́káme, že ani fyzikálnı́ zákony neplatı́ absolutně, nemáme tı́m na
mysli, že by se člověk mohl např. rozhodnout, že se vznese a proletı́ se vzduchem, slunečnı́ soustavou či časem. Ani
svobodná vůle člověka nenı́ absolutnı́.

Většina fyzikálnı́ch tvrzenı́ je doprovázena velkým množstvı́m nevyslovených předpokladů. A deterministický
chaos nám dává dobrou přı́ležitost jeden důležitý nevyslovený předpoklad si připomenout. Je to přesnost. Nejen
každý naměřený výsledek má svoji konečnou přesnost, ale i každý fyzikálnı́ zákon má svoji konečnou oblast platnosti.
Dokonce i každý fyzikálnı́ pojem má svoji konečnou oblast, kde má smysl. Přesnost naměřeného výsledku je dána
metodou měřenı́, zejména měřı́cı́m přı́strojem. Oblast platnosti fyzikálnı́ho zákona je obvykle tak široká, že ji nenı́
třeba v běžné praxi brát v úvahu. Nicméně přesnost tu hraje roli jakéhosi horizontu. Tak jako horizont v běžném
slova smyslu je pomyslná čára kolem nás někde na blı́zkých pahorcı́ch, která odděluje tu část krajiny, kterou z našeho
stanoviště vidı́me, od té, kterou nevidı́me, tak horizont daný přesnostı́ představuje hranici, kam až platı́ naše tvrzenı́.

Uvažujme např. Ohmův zákon
U = RI.

Platı́ absolutně přesně? Nikoliv. Např. platı́ jen pro malé proudy I , protože při velkém proudu se uvolňovaným
Joulovým teplem mohou zásadně změnit vlastnosti vodiče. Platı́ pro libovolně malé proudy? Nikoliv. Je-li např.
elektrický proud v kovovém vodiči tvořen proudem elektronů o náboji e po dobu t ≈ 1s, pak nemá smysl uvažovat
proud menšı́ než

Imin ≈
e

t

.= 1, 6× 10−19 A.

A tato hodnota představuje nejen minimálnı́ proud, který má smysl uvažovat, ale i přesnost, do jaké má smysl vůbec
uvažovat elektrický proud po dobu jedné sekundy jako fyzikálnı́ veličinu. To je samozřejmě pro mnoho aplikacı́
zcela dostačujı́cı́ přesnost. Tento horizont přesnosti začne být důležitý, potřebujeme-li uvažovat o přesném určenı́
počátečnı́ch podmı́nek, např. pro předpovı́dánı́ chovánı́ chaotického dynamického systému.

Nezapomı́nejme, že i samotný pojem elementárnı́ částice je pouze model – lidská myšlenková konstrukce, která
velice dobře popisuje malou část světa v některých situacı́ch. Stará otázka

”
Je elektron vlna nebo částice?“ nemá

odpověd’ ani vlna ani částice. Jak vlna, tak částice jsou jen lidské modely. Skutečnost je mnohem složitějšı́ a pouze
na určitém stupni přesnosti (tedy do jistého horizontu) je rozumné použı́vat tyto modely.

A jak to vypadá za horizontem? Můžeme si řı́ci
”
za horizontem může být cokoliv“ (jako Homérův Odysseus) a

nebo
”
co se naučı́m tady, to použiji i za horizontem“ (jako Kryštof Kolumbus).

Dějiny lidského poznánı́ jsou neustálé posouvánı́ horizontu směrem k většı́m přesnostem a neustálé objevovánı́
nových zákonitostı́. Každý tento zákon a každý pojem, který se v něm vyskytuje, má svoji omezenou oblast platnosti
a smyslu. Nenı́ důvod domnı́vat se, že to, co jsme objevili dodnes, bude platit i daleko za současným horizontem.
Nenı́ ani důvod domnı́vat se, že současné nástroje pro popis skutečnosti (např. diferencálnı́ a diferenčnı́ rovnice)
budou stále tı́m nejlepšı́m nástrojem.

Tı́m méně je důvod domnı́vat se, že někdy člověk objevı́ definitivnı́ zákon veškerého děnı́ na světě. Protože čı́m
dál jdeme v tomto posouvánı́ horizontu přesnosti, tı́m máme sice dokonalejšı́ výpočetnı́ i měřı́cı́ techniku, ale tı́m jsme
také dále od našı́ běžné lidské zkušenosti.

A tak, jako jsme si vyvrátili pojem elektrického proudu coby fyzikálnı́ veličiny s absolutnı́ platnostı́, tak podobně
můžeme u každé fyzikálnı́ veličiny najı́t omezenou oblast, kde má smysl ji uvažovat. Podobně např. teplota a tlak,
tak důležité veličiny pro stanovenı́ současného stavu a tedy i pro předpovı́dánı́ počası́, jsou pouze střednı́ hodnoty
souboru velkého počtu částic.
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To však lze řı́ci o všech fyzikálnı́ch veličinách, např. i času. Čas neexistuje v přı́rodě jako nějaká objektivnı́
realita. Je to pouze lidská myšlenková konstrukce.

To nás vede k závěru, že fyzikálnı́ zákony jsou sice velice užitečné a i krásné, ale jsou to pouze lidské myšlenkové
výtvory vhodné pro přibližný popis skutečnosti. Tento popis je často natolik blı́zký skutečnosti samé, že s nı́ bývá
ztotožňován. Právě ta vysoká mı́ra přesnosti je nebezpečná, protože vytvářı́ toto pokušenı́.

Takže odpověd’ na otázku, je-li svět deterministický či nikoliv, nenı́ ani ano ani ne. Odpověd’ znı́: svět existuje,
svět se vyvı́jı́, my jej pozorujeme, jsme součástı́ světa, jednotlivé části světa se navzájem ovlivňujı́. Člověk pozoruje
děnı́ kolem sebe (a i děnı́ v sobě) a vytvářı́ si modely - myšlenkové konstrukce, které jsou krásné a užitečné pro třı́děnı́
těchto pozorovánı́ a pro částečné předpovı́dánı́ dějů. Tyto modely mohou být deterministické nebo stochastické, ale
jsou to jen přibližné modely.

36 Kde se lze dozvědět vı́ce?
O chaosu bylo napsáno nepřeberné množstvı́ knih i článků v časopisech, jak odborných, tak populárnı́ch. Vyváženostı́
mezi srozumitelnostı́ a hloubkou se vyznačuje [22]. Vztahem mezi nelineárnı́ dynamikou a statistickou mechanikou
se zabývá [8]. Zpracovánı́ experimentálnı́ch dat se věnuje [1], [14]. Populárnı́ pohled přinášı́ [9]. Rozsahem citované
literatury vyniká [18]. Většina pracı́ je v angličtině, přesto i v češtině najdeme zajı́mavé práce [19], [13], [12], [15],
[16].

Tento článek je shrnutı́m přednášek [26] a [27] a rozšı́řenı́m přı́spěvku do sbornı́ku [11] ze semináře Matematika
na vysokých školách.

Vedle papı́rových pramenů dnes existuje bohatá literatura v elektronické podobě. Občas to jsou dı́la rozsahem
a hloubkou plně srovnatelná s papı́rovými, např. [5]. Často to jsou však krátké texty majı́cı́ různou úroveň. Dı́ky
vyhledávacı́m nástrojům jako Google [10] v nich lze snadno hledat. Mezi užitečné zdroje informacı́ rozhodně patřı́
UK Nonlinear News (Nelineárnı́ zprávy Spojeného královstvı́) [29] a Nonlinear Science FAQ (Frequently Asked
Questions - Často kladené otázky) [20]. Archı́v arXiv [3] založený v roce 1991 v Los Alamos National Laboratory
původně pro články z fyziky vysokých energiı́, který v roce 2001 přešel do správy Cornell University, dnes obsahuje
plné texty publikacı́ z fyziky, matematiky, nelinárnı́ vědy, počı́tačové vědy a kvantitativnı́ biologie a představuje rychlý
a pohodlný způsob pro sdı́lenı́ nových matematických a fyzikálnı́ch výsledků.

Užitečným zdrojem odborných informacı́ je Wikipedie – otevřená encyklopedie [30]. Otevřená zde znamená, že
každý uživatel může kdykoliv a zadarmo čı́st jejı́ obsah, ale také, že každý může jejı́ obsah opravovat, upravovat a
přispı́vat. Tı́m je dosaženo, že jejı́mi spoluautory se mohou stát všichni gramotnı́ obyvatelé této planety a společně
tak vytvořit dı́lo nebývalého rozsahu a významu.

37 Co řı́ci závěrem?
Čı́st literaturu, papı́rovou či elektronickou je užitečné, ale podle mé osobnı́ zkušenosti nezastupitelnou úlohu při studiu
deterministického chaosu hraje vlastnı́ prožitek. Je velice důležité zvolit si nějaký nelineárnı́ model, např. logistické
zobrazenı́ nebo Lorenzův model, vybrat si nějaký softwarový nástroj (nějaký programovacı́ jazyk, např. C, Fortran,
Pascal nebo ještě lépe nějaký vyššı́ prostředek, např. Mathematica, Maple, Matlab) a hrát si. Volit si různé počátečnı́
podmı́nky, různé hodnoty parametrů a iterovat, integrovat, simulovat, kontinuovat a kreslit si obrázky a v klidu se na ně
dlouze dı́vat. Je to inspirujı́cı́ a krásné. Přeji vám, milı́ čtenáři, hodně takových krásných zážitků s deterministickým
chaosem.

Tato práce je podporována projektem MSM 6046137306 a vznikla dı́ky přı́stupu k výpočetnı́m zdrojům META-
Centrum v rámci MSM 6383917201.
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viz též http://ktiml.ms.mff.cuni.cz/˜kurka/
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Praha 1999.

[22] E. Ott: Chaos in Dynamical Systems. Cambridge University Press 2002.
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