Oscilace v chemickém systému

Uvazujme Bélousov-Zabotinskédho autokatalytickou chemickou reakei. Bélousovova-Zabotinského reakce je tzv. au-
tokatalyzovand oxida¢né-redukéni reakce, které se tucastni redoxni katalyzator, organicky substrat, ktery lze snadno
bromovat a oxidovat, a bromi¢nanovy iont ve formé NaBrOjz; nebo KBrOj. Létky jsou rozpustény v roztoku kyseliny
sfrové nebo dusiéné. Katalyzdtorem byly v puvodni praci Ce*™/Ce'" ionty, ale lze je nahradit ferroinem nebo Mn**
ionty. Cyklicka oxidace a redukce bromi¢nanovych iontt na bromidové a zpét zpuisobuje barevnou zménu. Tuto reakci
objevil sovétsky chemik Boris P. Bélousov v 50. letech 20. stoleti, povsiml si, Ze ve smési bromi¢nanu draselného, siranu
ceri¢itého a kyselin propionové a citronové ve zredéné kyseliné sirové osciluje koncentrace cericitych a ceritych iontu
tak, ze se smés stiidavé zabarvuje zluté a odbarvuje do bezbarvé formy. Takovyto typ reakce pozdéji potvrdil i dalsi
sovétsky chemik Anatolij Zabotinsky. Oscilaéni reakce slouzi jako uéebnicovy pifklad oscilaci v nelinedrnich dynamickych
systémech.



1. Formulace modelu

Reakci muzeme schematicky zapsat nasledovné

A4+ X Py o9x
X +YvY P, oy
y -, B

Predpokladejme otevieny reakéni systém, tj. koncentrace latky A je konstantni.

1.1. Cile modelu

Od modelu budeme chtit, aby feSeni méla oscila¢ni chovani, které muzeme pozorovat u Bélousov-Zabotinskdho reakce.

1.2. Matematicky model

Zvolime proménné a parametry modelu:

Parametry a proménné Symbol
koncentrace latky A a
koncentrace latky B b
koncentrace latky X x
koncentrace latky Y y

rychlostni konstanty jednotlivych reakci ki, ko, k3

a, b, x, Y, ]{51, k’g, kg > 0.



Matematicky model, ktery poprvé vytvoril A. J. Lotka (1920), muze byt zapsan nasledujicimi rovnicemi

d

d—j = —kar+2kiar—kyrxy = kiar —kyxy
dy

dt = —k2xy+2k21‘y—k3y == kay_k3y

Matematicky model je stejny jako model ” Dravec-kotist”.

2. Kbvalitativni analyza modelu

2.1. Stacionarni reSeni

Rovnovazné body soustavy diferencialnich rovnic (1) jsou
Sl = [0,0] a SQ = |:—

Rovnovazné body davaji stacionarni reseni:

Si:oa(t) = 0 Syt a(t) = %
y(t) = 0 ks
y(t) = T



2.2. Stabilita stacionarnich reSeni

Vypocteme Jacobiho matici J(x,y) zobrazent:

f(l',?/) = kiar —kzy
9(z,y) = kexy—ksy,

o kla — k'Qy —kgl'
J(ac,y) N [ kay kox — k3 } '

Jacobiho matice v rovnovazném stavu Sy = [0, 0] je

. k‘la 0
St = { 0 —k:gl

Vlastni ¢isla matice J; jsou: A\; = —k; a Ay = —k3. Rovnovazny stav 7 = [0, 0] je nestabilni (sedlo). Staciondrni feseni

z(t) = 0
yt) = 0,t>0,

je tedy nestabilni.

Jacobiho matice v rovnovazném stavu Sy = [Z—z, %] je
0a —kia
et

Vlastni ¢isla matice Jo jsou: \; = +ivkiksa a Ay = —ivkiksa. Rovnovazny stav S, = [:—;, k,;—za] neni hyperbolicky,
protoze Re\; 2 = 0.

KN



Nemuzeme rozhodnout o stabilité stacionarniho feSeni

Pokusime se vysettit nasi soustavu diferencidlnich rovnic pomoci prvého integralu. Hleddame funkci F'(z,y) pro kterou

plati
oF OF

%(x,y)f(:v,y) + a—y(m,y)g(;p,y) — 0

Prepisme soustavu (1) do tvaru
% _ kyry—ksy

de  kiax —ksxy’

Tuto rovnici vyfesime separaci a dostaneme:

k k
y—i—m——glnx—ulny:C’, kde C' € R.
ko ko
Prvy integral tedy je
k k
Flz,y) =y + 2z — 2 g — Elny.
ko ko



Vykreslenim ekviskaldrnich kiivek prvého integralu, dostaneme fazovy portrét soustavy (1).




Pro orientaci trajektorii si vykreslime vektorové pole:
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3. Formulace modelu s limitnim cyklem

Tento systém poprvé popsal Schnakenberg (1979):

2X +Y = 3X
A — Y
X — B
3.1. Cile modelu
Od modelu budeme chtit, aby se v ném vyskytoval limitni cyklus.
3.2. Matematicky model
Zvolime proménné a parametry modelu:
Parametry a proménné Symbol
koncentrace latky A a
koncentrace latky B b
koncentrace latky X x
koncentrace latky Y Yy
a, b, x,y, > 0.
Matematicky model pro Schnakenbergtuv systém je nésledujici
dz 9
— =y —x
dt Y
dy = a — 2%
dt



4. Kvalitativni analyza modelu

4.1. Stacionarni reSeni

Rovnovazny bod soustavy diferencidlnich rovnic (3) je

Rovnovazny bod dava stacionarni fesenti:

Si:ox(t) = a
y(t) = 3
4.2. Stabilita stacionarniho reseni
Vypocteme Jacobiho matici J(z,y) zobrazent:
f( 7y) LL‘Qy - T
g(z,y) = a — 2%y,
22y =1 2? B I [1
J<x7y) - —Ql'y —1'2 ) Jl - J(ava) - |:_2

Vlastni ¢isla matice J; jsou:




Rozebereme si vlastni ¢isla v zavislosti na parametru a:

Diskriminant
(1-a®?-4d>=a*-6a>-1=0 < a>=3+2/2

0 < a? < 3 —2v/2 - redlnd vlastn{ éisla A1,2 > 0, rovnovazny bod je nestabilni uzel,

3 —2v2 < a? < 1 - komplexni vlastni &fsla ReAi2 > 0, rovnovazny bod je nestabilni ohnisko,
a’=1 - ReA 2 = 0, rovnovézny stav neni hyperbolicky,

1 < a® < 34 2v/2 - komplexn{ vlastni ¢isla Re); o < 0, rovnovazny bod je stabilni ohnisko,

34+ 2v2 < a? - realnd vlastni ¢isla A\; o < 0, rovnovazny bod je stabilni uzel.

Lze tedy udeélat zavér: pro 0 < a < 1 je rovnovazny bod S (a, %) nestabilni uzel nebo ohnisko, pro a > 1 je to stabilni
uzel nebo ohnisko. Musime nyni vySetfit zda pro a = 1 nastava Hopfova bifurkace. Protoze

dRe)\Lg

Re)\l,g =0 a da

=—a#0
nastava pro a = 1 Hopfova bifurkace, tj. z rovnovazného bodu se oddéli uzaviena trajektorie. Uzaviena trajektorie se
oddeéli pii prechoduz a >1ka < 1.

Na nasledujicich obrazcich je znéazornéno schematické vektorové pole a fazovy portrét pro hodnotu parametru a = 0.95.
Ve vektorovém poli je Cervené znazornéna x-nulklina a modfe y-nulklina. Ve fazovém portrétu je Cervené oznacena
uzaviena trajektorie.
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