Model bakterialniho rustu v chemostatu

1. Formulace modelu

1.1. Cile modelu

Uvazujme populaci bakterii, které jsou schopny okamzitého rozmnozovani. Zatizeni, které zarucuje staly a rovhomeérny
prisun zivného roztoku, se nazyva chemostat. Hlavnimi ¢dstmi chemostatu jsou rustova komora a zdsobnik zivného

roztoku (viz obréazek).

Schéma chemostatu

Zasobnik F
zivného Co E—
roztoku pritok
Rustova N F
komora C —‘
vytok




Predpokldddme, Ze v zasobniku je dostatetné mnozstvi Zivného roztoku, ktery m4d konstantni koncentraci Cp[gl™!].
Zasobnik cerpa ziviny konstantni rychlosti do rustové komory, kde jsou bakterie kultivovany. Vytokovy ventil umoznuje
konstantni objem kultury. Nasim tkolem je navrhnout systém tak, aby

1. prutok nebyl tak velky, ze by zpusobil vyplaveni celé kultury a jeji eliminaci
2. prisun zivin byl dostatecné rychly, aby kultura pokracovala v normalnim rustu.

V tomto ptikladu bude dvoji ucel modelu. Za prvé, matematicky model zlepsi nase chapani chemostatu. Za druhé,
model sam nam pri vytvareni vhodnych moznosti umozni najit vhodné parametry systému, jako jsou prutok, zasobni
koncentrace zivin, velikost rustové komory a podobné.

1.2. Hypotéza a matematicky model

Zvolime parametry chemostatu, jejich symboly a dimenze.

Parametry chemostatu Symbol  Rozmér
Koncentrace zivného roztoku v rustové komore C=C@t) gl
Koncentrace zivného roztoku v zédsobniku Co gl™t
Hustota populace bakterii N=N({) 1!
Mnozstvi zivného roztoku potiebného k produkci jednotky populace « gl™t
Objem rustové komory % 1
Rychlost piitoku/vytoku F 1s7t
Rychlost rustu populace pripadajici v pruméru na jednu bakterii K st




Predpoklady modelu:

1. Rustova komora je dobfe michana, takze nedochazi k prostorovym zménam v koncentraci zivin nebo bakterii.
Vyuzijeme rustovy model
= (b(t,x) —d(t,z)) .

Zvolime-li:

x = NV - pocet bakterii v rustové komore

b = K - rychlost rustu bakterii v rustové komore ptripadajici na jednu bakterii
d= % - rychlost, s jakou jsou bakterie vypoustény z jednotky objemu.
Dostaneme tedy rovnici:

(NV) = (K — g) NV.

Protoze objem V' je konstantni, plati

F
N = (K - =) N.
(5= 7)

2. Ackoliv vyzivny roztok miuze obsahovat vice slozek, mtuzeme se zamérit pouze na tu slozku, ktera urcuje rychlost
rustu kultury.

3. Reprodukéni rychlost bakterii K zavisi na dostupnosti zivin, tj. K = K(C).

4. Rychlost zmény mnozstvi zivné latky v rustové komote (C'V')" se rovna rychlosti pribyvéni zivné latky F' Cy minus
rychlost ubytku zivné latky F'C' minus rychlost spotieby zivné latky k zabezpeceni rustu populace a K(C) N V.
Dostavame tak druhou rovnici:

(CVY = FCy — FC — aK(C)NV,

tj.
. F F



5. Rychlost rustu bakterii K(C') roste pfi rostoucim C' pouze do jisté limitni hodnoty Kp.x. Jeden z moznych
mechanismu zahrnujici tento predpoklad je Michaelisova-Mentenova kinetika

K ..C
K C — max
() K,+C’
kde K, je kladnd konstanta, pro kterou plati K(K,) = %Kmax. Michaelisova-Mentenova kinetika je zobrazena na

nasledujicim obrazku
K
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0 K,

Dostavame tedy matematicky model




Dimensionalni analyza a snizeni poctu parametri
Zapisme proménné modelu nasledovné

N = N*N
C = Cc*C
t = t'T,

kde N*, C*, t* jsou skaldrnf ndsobky (bezrozmérné veliciny) a N, C, 7 jsou na ¢ase t*. Dosazenim do (1) dostdvame

d(N* N) ( Kpax(C*C)  F

d(t 1) K,+(C=C) V

(2)
d(C* é) . E _ E AN KmaX(C* é) % N
NG G- 70 K, + (C*C) (N1

Po dpravé dostavame

dN* C* F
dt* = TKmaX <Kn—) N* — T—N*

dC* F F at Ky N c*
N e T max N
T TVC’CO TVC < ) ( )



Zvolime-li
K,

Vv R .
- C—-K, N=——2n
T o7 Kooy

dostaneme bezrozmérny model s mensim po¢tem parametriu (* uz nebudeme psét)

dN C
E = Oél<—)N—N

C o () v

dt 1+C

kde - OV K
oy = T max F
N T F C B &
> ve K.

2. Kvalitativni analyza modelu

Vzhledem k tomu, ze soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic (SODR) (4) neumime fesit analyticky, provedeme
kvalitativni analyzu soustavy.

2.1. Stacionarni reSeni

Najdeme nejdiive rovnovazné stavy S = (N, C') soustavy (4), tj singuldni body soustavy

c C
— = — — | —— | N =0.
Y D (P



1 1
Dostaneme dva rovnovézné stavy: S; = [0, as] a Sy = [al <a2 — ) , 1 )
] — 1 a1 — 1

Protoze piedpokldddme S;, So € Ry x Ry, rovnovézny stav S existuje pro vSechna ay, ap > 0, rovnovazny stav So
existuje pro a; > 1 a ag > ﬁ Oblasti, v kterych existuji rovnovazné stavy Si, So, jsou na nésladujicim obrazku.

(0%)

(03]



Rovnovazné stavy davaji stacionarni feseni:

Sli

2.1.1. Stabilita stacionarnich rfeSeni

Nejdrive si vypocteme Jacobiho matici zobrazeni

f(N7C) = o (1—50) N — N

C

t.

J(N,C) = [ o

T 14C (C+1)2

C o
OélH—C—l mN ]
N .



Déle vysSetfime stacionarni feseni odpovidajici rovnovaznému stavu S;. Odpovidajici Jacobiho matice je

aq 1$2 —1 0
Ji = J(S1) = [ O‘;Q :
e L
Vlastni ¢isla A\;, A\ matice J; jsou feSenim charakteristické rovnice
() &%)
M-« 2|2+ |1—« =0
(11+a2 ) ( 11+a2)
Dostavame Ay = an32- —1a Ay = —1. Aby bylo stacionarni feseni stabilni, musi byt vlastni ¢isla zaporna. Protoze
ag, ag >0, je A\p < 0 jestlize, (a; — 1)ag < 1. To je splnéno jestlize, 0 < ay < ﬁ nebo pro 0 < a; < 1. Oblast stability
stacionarniho feseni odpovidajici rovnovaznému stavu S; je znazornéna na obrazku.
(05)
\ 1
\ Qb=
‘\‘ 2 Qa4 -1
\
‘\

\
\ S1 je sedlo
\,
. . ;\
S1 je stabilni ™
uzel

~.
~—_
S~

(4]

Rovnovazny stav S7 neni pro nas zajimavy, protoze predstavuje systém s nulovou hustotou populace bakterii.

KN



0
JQ — J(SQ) —

Nyni vySetiime stacionarni feseni odpovidajici rovnovaznému stavu Se. Odpovidajici Jacobiho matice je

(a1 = 1D)(az(n —1) = 1)
1 p—— A
aq
Vlastni ¢isla A\;, A\ matice Jy jsou feSenim charakteristické rovnice

@=L (ay(ay — 1) = 1)
kde

M4+ A4+AN+A =0,

ap — 1
R )(QQ(a1—1)—1)
aq
Protoze Sy existuje jen pro ay > 1 a ag > %1, dostavame Ay = —A a Ay = —1, a pro prislusna aq, as plati A > 0.
Stacionarni feseni odpovidajici rovnovaznému stavu Sy je vzdy stabilni. Oblast stability je znazornéna na obrazku.
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Nakreslime si vektorové pole naseho systému. Krivku splaujici rovnici f(NV, C') = 0 nazveme N-nulklina, kiivku spliujici
rovnici g(N,C) = 0 C-nulklina. Dostaneme dvé N-nulkliny

1
N = O7 C =
a1 — 1
a jednu C-nulklinu
C+1
N = (g — C)T .
Na nasledujicim obrazku je znazornéno vektorové pole.
C
Y — N-nulklina
— C—nulklina

N
0
Nyni se pokusime najit invariantni mnozinu naseho systému. Plati
dN dC
—4+a— = —N -1 C + o as.
T +oy 1 10+ arap



Oznacme

potom
w'(t) = —w(t)

a tedy w(t) = ke ", kde k je libovolnd konstanta. Zvolime-li k = 0, dostaneme invariantn{ mnozinu spliujici rovnici
N+0z10—a1a2 =0

Nakreslime si vektorové pole v okoli invariantni mnoziny:

Z obrazku vyplyva, ze kazda trajektorie soustavy (4) zac¢inajici v prvnim kvandrantu pro ¢ — oo neopusti prvni kvadrant
a skoné¢i v rovnovazném stavu S, nebo S; (v piipadé, ze trajektorie za¢ind na ose N = 0).

KN



Féazovy portrét nasi soustavy (4) pro a; = 3 a as = 2 je na nasledujicim obrazku:

Na nésledujicim obrazku jsou zobrazeny funkce N(t), C(t) pro N(0) = 0.05 a C(0) =3

N, C

L \_
(03] ((1/3— (@ -1) )—45

L_-05
(ay-=1)




Protoze a1 > 1 = Ky > é a Qg > ﬁ = (Cy > #’;f_p muzeme sepsat nasledujici zaver.
Zaver:
1. Pro 7
Kiax < v
nebo pro
Kax > é a Cy < %

existuje stacionarni reseni

cit) = % prot >0,

n

které je stabilni. Je to situace, kdy je nulova hustota bakterii.

Pro
K, F

Co> v —F

je toto stacionarni feseni nestabilni.



2. Pro

existuje stacionarni reseni

Kmax> V a C() >

V Kax [ C

NO = —F (FO
F

O = VR F

K, F

VKmaX - F

F
V Kpax — F

prot >0,

které je stabilni. VSechny trajektorie zacinajici v Rt x R kon¢i v rovnovdzném stavu

SQZ
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VEuax (G0 F
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