
Model bakteriálńıho r̊ustu v chemostatu

1. Formulace modelu

1.1. Ćıle modelu

Uvažujme populaci bakteríı, které jsou schopny okamžitého rozmnožováńı. Zař́ızeńı, které zaručuje stálý a rovnoměrný
př́ısun živného roztoku, se nazývá chemostat. Hlavńımi částmi chemostatu jsou r̊ustová komora a zásobńık živného
roztoku (viz obrázek).
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př́ıtok

-
F
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Předpokládáme, že v zásobńıku je dostatečné množstv́ı živného roztoku, který má konstantńı koncentraci C0[g l−1].
Zásobńık čerpá živiny konstantńı rychlost́ı do r̊ustové komory, kde jsou bakterie kultivovány. Výtokový ventil umožňuje
konstantńı objem kultury. Naš́ım úkolem je navrhnout systém tak, aby

1. pr̊utok nebyl tak velký, že by zp̊usobil vyplaveńı celé kultury a jej́ı eliminaci

2. př́ısun živin byl dostatečně rychlý, aby kultura pokračovala v normálńım r̊ustu.

V tomto př́ıkladu bude dvoj́ı účel modelu. Za prvé, matematický model zlepš́ı naše chápáńı chemostatu. Za druhé,
model sám nám při vytvářeńı vhodných možnost́ı umožńı naj́ıt vhodné parametry systému, jako jsou pr̊utok, zásobńı
koncentrace živin, velikost r̊ustové komory a podobně.

1.2. Hypotéza a matematický model

Zvoĺıme parametry chemostatu, jejich symboly a dimenze.

Parametry chemostatu Symbol Rozměr
Koncentrace živného roztoku v r̊ustové komoře C = C(t) g l−1

Koncentrace živného roztoku v zásobńıku C0 g l−1

Hustota populace bakteríı N = N(t) l−1

Množstv́ı živného roztoku potřebného k produkci jednotky populace α g l−1

Objem r̊ustové komory V l
Rychlost př́ıtoku/výtoku F l s−1

Rychlost r̊ustu populace připadaj́ıćı v pr̊uměru na jednu bakterii K s−1
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Předpoklady modelu:

1. Růstová komora je dobře mı́chána, takže nedocháźı k prostorovým změnám v koncentraci živin nebo bakteríı.
Využijeme r̊ustový model

x′ = (b(t, x)− d(t, x))x .

Zvoĺıme-li:
x = NV - počet bakteríı v r̊ustové komoře
b = K - rychlost r̊ustu bakteríı v r̊ustové komoře připadaj́ıćı na jednu bakterii
d = F

V
- rychlost, s jakou jsou bakterie vypouštěny z jednotky objemu.

Dostaneme tedy rovnici:

(N V )′ =

(
K − F

V

)
N V .

Protože objem V je konstantńı, plat́ı

N ′ =

(
K − F

V

)
N .

2. Ačkoliv výživný roztok může obsahovat v́ıce složek, můžeme se zaměřit pouze na tu složku, která určuje rychlost
r̊ustu kultury.

3. Reprodukčńı rychlost bakteríı K záviśı na dostupnosti živin, tj. K = K(C).

4. Rychlost změny množstv́ı živné látky v r̊ustové komoře (C V )′ se rovná rychlosti přibýváńı živné látky F C0 mı́nus
rychlost úbytku živné látky F C mı́nus rychlost spotřeby živné látky k zabezpečeńı r̊ustu populace αK(C)N V .
Dostáváme tak druhou rovnici:

(C V )′ = F C0 − F C − αK(C)N V ,

tj.

C ′ =
F

V
C0 −

F

V
C − αK(C)N .
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5. Rychlost r̊ustu bakteríı K(C) roste při rostoućım C pouze do jisté limitńı hodnoty Kmax. Jeden z možných
mechanismů zahrnuj́ıćı tento předpoklad je Michaelisova-Mentenova kinetika

K(C) =
KmaxC

Kn + C
,

kde Kn je kladná konstanta, pro kterou plat́ı K(Kn) = 1
2
Kmax. Michaelisova-Mentenova kinetika je zobrazena na

následuj́ıćım obrázku

0 Kn

C

Kmax

Kmax

2

K

Dostáváme tedy matematický model

N ′ =

(
KmaxC

Kn + C
− F

V

)
N

(1)

C ′ =
F

V
C0 −

F

V
C − α

KmaxC

Kn + C
N
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Dimensionálńı analýza a sńıžeńı počtu parametr̊u
Zapǐsme proměnné modelu následovně

N = N∗ N̂

C = C∗ Ĉ

t = t∗ τ,

kde N∗, C∗, t∗ jsou skalárńı násobky (bezrozměrné veličiny) a N̂ , Ĉ, τ jsou na čase t∗. Dosazeńım do (1) dostáváme

d(N∗ N̂)

d(t∗ τ)
=

(
Kmax(C

∗ Ĉ)

Kn + (C∗ Ĉ)
− F

V

)
(N∗ N̂)

(2)

d(C∗ Ĉ)

d(t∗ τ)
=

F

V
C0 −

F

V
(C∗ Ĉ) − α

Kmax(C
∗ Ĉ)

Kn + (C∗ Ĉ)
(N∗ N̂).

Po úpravě dostáváme

dN∗

dt∗
= τ Kmax

(
C∗

Kn

Ĉ
+ C∗

)
N∗ − τ

F

V
N∗

(3)

dC∗

dt∗
= τ

F

V Ĉ
C0 − τ

F

V
C∗ −

(
α τ Kmax N̂

Ĉ

)(
C∗

Kn

Ĉ
+ C∗

)
N∗.
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Zvoĺıme-li

τ =
V

F
, Ĉ = Kn, N̂ =

Kn

α τ Kmax

,

dostaneme bezrozměrný model s menš́ım počtem parametr̊u (* už nebudeme psát)

dN

dt
= α1

(
C

1 + C

)
N − N

(4)

dC

dt
= α2 − C −

(
C

1 + C

)
N ,

kde

α1 = τ Kmax =
V Kmax

F

α2 =
τ F C0

V Ĉ
=

C0

Kn

.

2. Kvalitativńı analýza modelu

Vzhledem k tomu, že soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic (SODR) (4) neumı́me řešit analyticky, provedeme
kvalitativńı analýzu soustavy.

2.1. Stacionárńı řešeńı

Najdeme nejdř́ıve rovnovážné stavy S = (N,C) soustavy (4), tj singuláńı body soustavy

α1

(
C

1 + C

)
N − N = 0 α2 − C −

(
C

1 + C

)
N = 0 .
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Dostaneme dva rovnovážné stavy: S1 = [0, α2] a S2 =

[
α1

(
α2 −

1

α1 − 1

)
,

1

α1 − 1

]
.

Protože předpokládáme S1, S2 ∈ R+
0 × R+

0 , rovnovážný stav S1 existuje pro všechna α1, α2 > 0, rovnovážný stav S2

existuje pro α1 > 1 a α2 >
1

α1−1 . Oblasti, v kterých existuj́ı rovnovážné stavy S1, S2, jsou na násladuj́ıćım obrázku.

1
α1

α2

S1

S1 S2

α2=
1

α1 -1
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Rovnovážné stavy dávaj́ı stacionárńı řešeńı:

S1 :

N(t) = 0

C(t) = α2

S2 :

N(t) = α1

(
α2 −

1

α1 − 1

)
C(t) =

1

α1 − 1
.

2.1.1. Stabilita stacionárńıch řešeńı

Nejdř́ıve si vypočteme Jacobiho matici zobrazeńı

f(N,C) = α1

(
C

1 + C

)
N − N

g(N,C) = α2 − C −
(

C

1 + C

)
N

tj.

J(N,C) =

[
α1

C
1+C
− 1 α1

(C+1)2
N

− C
1+C

−1− 1
(C+1)2

N

]
.
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Dále vyšetř́ıme stacionárńı řešeńı odpov́ıdaj́ıćı rovnovážnému stavu S1. Odpov́ıdaj́ıćı Jacobiho matice je

J1 = J(S1) =

[
α1

α2

1+α2
− 1 0

− α2

1+α2
−1

]
.

Vlastńı č́ısla λ1, λ2 matice J1 jsou řešeńım charakteristické rovnice

λ2 −
(
α1

α2

1 + α2

− 2

)
λ+

(
1− α1

α2

1 + α2

)
= 0 .

Dostáváme λ1 = α1
α2

1+α2
− 1 a λ2 = −1. Aby bylo stacionárńı řešeńı stabilńı, muśı být vlastńı č́ısla záporná. Protože

α1, α2 > 0, je λ1 < 0 jestliže, (α1−1)α2 < 1. To je splněno jestliže, 0 < α2 <
1

α1−1 nebo pro 0 < α1 ≤ 1. Oblast stability
stacionárńıho řešeńı odpov́ıdaj́ıćı rovnovážnému stavu S1 je znázorněna na obrázku.

1
α1

α2

α2=
1

α1 -1

S1 je stabilní
uzel

S1 je sedlo

Rovnovážný stav S1 neńı pro nás zaj́ımavý, protože představuje systém s nulovou hustotou populace bakteríı.
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Nyńı vyšetř́ıme stacionárńı řešeńı odpov́ıdaj́ıćı rovnovážnému stavu S2. Odpov́ıdaj́ıćı Jacobiho matice je

J2 = J(S2) =

[
0 (α1 − 1)(α2(α1 − 1)− 1)

− 1
α1
−1− (α1−1)

α1
(α2(α1 − 1)− 1)

]
.

Vlastńı č́ısla λ1, λ2 matice J2 jsou řešeńım charakteristické rovnice

λ2 + (1 + A)λ+ A = 0 ,

kde

A =
(α1 − 1)

α1

(α2(α1 − 1)− 1) .

Protože S2 existuje jen pro α1 > 1 a α2 >
1

α1−1 , dostáváme λ1 = −A a λ2 = −1, a pro př́ıslušná α1, α2 plat́ı A > 0.
Stacionárńı řešeńı odpov́ıdaj́ıćı rovnovážnému stavu S2 je vždy stabilńı. Oblast stability je znázorněna na obrázku.

1
α1

α2

S2 je stabilníuzel

α2=
1

α1 -1
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Nakresĺıme si vektorové pole našeho systému. Křivku splňuj́ıćı rovnici f(N,C) = 0 nazveme N -nulkĺına, křivku splňuj́ıćı
rovnici g(N,C) = 0 C-nulkĺına. Dostaneme dvě N -nulkĺıny

N = 0 , C =
1

α1 − 1

a jednu C-nulkĺınu

N = (α2 − C)
C + 1

C
.

Na následuj́ıćım obrázku je znázorněno vektorové pole.

N-nulklína

C-nulklína

N

C

S2

S1

0

Nyńı se pokuśıme naj́ıt invariantńı množinu našeho systému. Plat́ı

dN

dt
+ α1

dC

dt
= −N − α1C + α1 α2.
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Označme
w(t) = N(t) + α1C(t)− α1 α2 ,

potom
w′(t) = −w(t)

a tedy w(t) = k e−t, kde k je libovolná konstanta. Zvoĺıme-li k = 0, dostaneme invariantńı množinu splňuj́ıćı rovnici

N + α1C − α1 α2 = 0

Nakresĺıme si vektorové pole v okoĺı invariantńı množiny:

N

C

S2

S1

0

---- C=α2-N/α1±q
____ C=α2-N/α1

Z obrázku vyplývá, že každá trajektorie soustavy (4) zač́ınaj́ıćı v prvńım kvandrantu pro t→∞ neopust́ı prvńı kvadrant
a skonč́ı v rovnovážném stavu S2 nebo S1 (v př́ıpadě, že trajektorie zač́ıná na ose N = 0).
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Fázový portrét naš́ı soustavy (4) pro α1 = 3 a α2 = 2 je na následuj́ıćım obrázku:

N

C

S2

S1

0

Na následuj́ıćım obrázku jsou zobrazeny funkce N(t), C(t) pro N(0) = 0.05 a C(0) = 3

N(t)

C(t)

t

3

1
(α1-1)

=0.5

α1(α2-
1

(α1-1)
)=4.5

N , C

0
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Protože α1 > 1 ⇒ Kmax >
F
V

a α2 >
1

α1+1
⇒ C0 >

KnF
V Kmax−F , můžeme sepsat následuj́ıćı závěr.

Závěr:

1. Pro

Kmax ≤
F

V

nebo pro

Kmax >
F

V
a C0 ≤

KnF

V Kmax − F
existuje stacionárńı řešeńı

N(t) = 0

C(t) =
C0

Kn

pro t ≥ 0 ,

které je stabilńı. Je to situace, kdy je nulová hustota bakteríı.
Pro

C0 >
KnF

V Kmax − F
je toto stacionárńı řešeńı nestabilńı.
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2. Pro

Kmax >
F

V
a C0 >

KnF

V Kmax − F
existuje stacionárńı řešeńı

N(t) =
V Kmax

F

(
C0

Kn

− F

V Kmax − F

)
C(t) =

F

V Kmax − F
pro t ≥ 0 ,

které je stabilńı. Všechny trajektorie zač́ınaj́ıćı v R+ × R+ konč́ı v rovnovážném stavu

S2 =

(
V Kmax

F

(
C0

Kn

− F

V Kmax − F

)
,

F

V Kmax − F

)
.
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