
Populačńı biologie infekčńıch nemoćı

1. Formulace SIR-modelu

Předpokládejme, že celá populace – N se děĺı na

• tř́ıdu náchylných jedinc̊u (jedinci náchylńı k źıskáńı nemoci) – S

• tř́ıdu infekčńıch jedinc̊u (infekčńı jedinci schopńı přenosu nemoci na náchylné jedince) – I

• tř́ıdu imunńıch jedinc̊u (jedinci, kteř́ı źıskali v̊uči nemoci imunitu, trvalou či dočasnou) – R

Pro celou populaci tedy plat́ı N = S + I + R,
Předpokládejme dále:

• Epidemie je relativně krátká, neuvažujeme narozeńı, úmrt́ı a migraci.

• Infekce neńı smrtelná.

• Źıskaná imunita je trvalá.

• Jedinci se v populaci potkávaj́ı náhodně se stejnou pravděpodobnost́ı.

Schéma modelu
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1.1. Ćıle modelu

Zaj́ımá nás:

1. Kdy epidemie začne?

2. Jaká bude počátečńı rychlost r̊ustu epidemie?

3. Kolik jedinc̊u bude nemocných na vrcholu epidemie?

4. Kolik jedinc̊u celkem onemocńı a kolik jich nemoci unikne?

5. Jak dlouho epidemie potrvá?

1.2. Hypotéza a matematický model

Zvoĺıme parametry SIR-modelu a jejich symboly.

Parametry SIR Symbol
Celkový počet jedinc̊u N
Počet náchylných jedinc̊u S
Počet infekčńıch jedinc̊u I
Počet imunńıch jedinc̊u R
Počet kontakt̊u každého jedince za jednotku času φ
Śıla infekce λ
Infekčńı poměr I

N

Pravděpodobnost přenosu infekce při každém kontaktu p
Pr̊uměrná délka infekčńı periody 1

ν
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Model můžeme formulovat třemi vztahy

dS

dt
= − rychlost nových infekćı

dI

dt
= rychlost nových infekćı − rychlost uzdraveńı

dR

dt
= rychlost uzdraveńı

Pro śılu infekce plat́ı:

λ = φ p
I

N
= β I ,

kde jsme označili β =
φ p

N
.

Plat́ı tedy
rychlost nových infekćı = λS = β I S .

Jedinci se uzdravuj́ı konstantńı rychlost́ı
rychlost uzdraveńı = ν I .

Konstantńı rychlost uzdravováńı neńı moc reálná, ale pro mnoho modelových studíı je dostačuj́ıćı.
Přeṕı̌seme-li náš model do matematického modelu, dostáváme:

dS

dt
= −β I S

dI

dt
= β I S − ν I (1)

dR

dt
= ν I .
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2. Kvalitativńı analýza SIR modelu

Protože
d

dt
(S + I +R) = 0 plat́ı, že S + I +R je konstantńı. Je splněný požadavek konstantńı celkové populace a plat́ı

R = N − I − S. Stač́ı řešit jen soustavu dvou rovnic:

dS

dt
= −β I S

(2)
dI

dt
= β I S − ν I

2.1. Stacionárńı řešeńı

Soustava (2) má př́ımku rovnovážných stav̊u q = {[s, 0], s ≥ 0}. Stacionárńı řešeńı tedy jsou

S(t) = s , s ≥ 0

I(t) = 0 , pro t ≥ 0 .

2.2. Stabilita stacionárńıch řešeńı

Jacobiho matice zobrazeńı (−β I S, β I S − ν I) má tvar

J(S, I) =

[
−β I −β S
β I β S − ν

]
.

Jacobiho matice v rovnovážném stavu [s, 0] má tvar

J0 =

[
0 −β s
0 β s− ν

]
.

J I



Vlastńı č́ısla J0: λ1 = 0 a λ2 = β s− ν. Rovnovážné stavy [s, 0] nejsou hyperbolické. Stabilitu muśıme určit pomoćı
vektorového pole a fázového portrétu. Vektorové pole je na následuj́ıćım obrázku

S-nulklína

I-nulklína

S

I

ν

β

0

Polopř́ımka q1 = {[s, 0], s < ν
β
} je množina stabilńıch rovnovážných stav̊u. Polopř́ımka q2 = {[s, 0], s ≥ ν

β
} je množina

nestabilńıch rovnovážných stav̊u.
Soustava (2) má prvý integrál. K nakresleńı fázového portrétu využijeme znalost prvého integrálu. Za předpokladu, že
S 6= ν

β
, plat́ı

dS

dI
=

−β S
β S − ν∫

−β S − ν
β S

dS =

∫
dI

−S +
ν

β
lnS = I + k , k ∈ R je konstanta .

Dostali jsme prvý integrál soustavy (2)

F [S, I] = −I − S +
ν

β
lnS . (3)
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Nakresĺıme si fázový portrét soustavy.

S

I

ν

β
0

Vypočteme konstantu z prvého integrálu:

k = F [S(0), I(0)] = −I(0)− S(0) +
ν

β
lnS(0) .

Použijeme-li nav́ıc vztah N = S + I +R dostáváme:

I(t) = I(0) +
ν

β
(lnS(t)− lnS(0))− S(t) + S(0) (4)

a
R(t) = N − I(0)− S(0)− ν

β
(lnS(t)− lnS(0)) . (5)

Infekce se bude š́ı̌rit, jestliže dI
dt
> 0, tj. muśı platit β S

ν
> 1.

V čase t → t0 = 0 plat́ı S → N , I → 0. Dosad́ıme-li tedy do vztahu β S
ν
> 1 v čase t → 0 S = N dostaneme β

ν
N > 1.

To je podmı́nka, aby infekce v̊ubec začala.
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Označme

R0 =
β

ν
N =

φ p

ν

reprodukčńı č́ıslo. Je to d̊uležitá veličina v epidemiologii. R0 označuje pr̊uměrný počet sekundárńıch infekćı vzniklých
t́ım, že se jeden infikovaný jedinec dostane do populace.
Nasleduj́ıćı tabulka udává hodnoty reprodukčńıho č́ısla pro některé infekce.

Infekčńı onemocněńı R0

Vzteklina 2 - 3
Pravé neštovice 2.5 - 3
Chřipka 3 - 4
Dětská obrna 5
Zarděnky 6 - 7
Př́ıušnice 12
Plané neštovice 10 - 12
Černý kašel 16 - 18
Spalničky 16 - 18
Malárie 100

Epidemie tedy začne, jestliže R0 > 1. Počet infekčńıch jedinc̊u zpočátku roste a nakonec klesne k nule.

Jaká bude počátečńı rychlost r̊ustu epidemie? Protože β = ν R0

N
, dostáváme

dI

dt

∣∣∣∣
t=0

= ν I

(
R0

S

N
− 1

)∣∣∣∣
t=0

.
= ν I(0) (R0 − 1) .
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Kolik jedinc̊u bude nemocných na vrcholu epidemie?

Hledáme extrém funkce I(t), extrém nastane pro t = t∗.
V čase t∗ plat́ı dI

dt

∣∣∣∣
t=t∗

= 0 ⇔ S∗ = S(t∗) =
ν

β
=

N

R0

.

Dosad́ıme-li do vztahu (4) dostaneme

Imax = I(t∗) = N − N

R0

(1 + lnR0).

Kolik jedinc̊u celkem onemocńı a kolik jich nemoci unikne?

Označme t1 čas, kdy epidemie skonč́ı, t.j. I(t1) = 0. Označ́ıme-li S1 = S(t1) počet jedinc̊u, kteř́ı neonemocněli v čase t1
a nemocné jedince I1 = I(t1), plat́ı

I1 = 0 ⇔ 0 = N +
ν

β
ln
S1

N
− S1.

Z předchoźı rovnice vypočteme S1, což je celkový počet jedinc̊u, které nemoci unikli. Celkem onemocńı N − S1 jedinc̊u.
Epidemie skonč́ı v čase t1 a nejv́ıce nemocných bude v čase t∗.

Počátečńı podmı́nky na začátku epidemie (aby se epidemie rozběhla) budou:

I(0) = ε, R(0) = 0, S(0) = N − I(0)−R(0) = N − ε,

kde ε je malé č́ıslo.

Vyšš́ı R0 vede k rychleǰśımu nástupu epidemie, větš́ımu počtu infikovaných a ke kratš́ı epidemii (viz obrázky na následuj́ıćı
straně).
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Na následuj́ıćım obrázku jsou grafy jednotlivých profil̊u S, I, R pro hodnoty parametr̊u a počátečńı podmı́nky:
N = 1000, β = 0.0025, ν = 0.5 , S(0) = N − 0.01, I(0) = 0.01, R(0) = 0 .
Důležité hodnoty jsou: R0 = 5, Imax = 478, S1 = 65, t∗

.
= 6.45, t1

.
= 21 .

S

I

R

6.45 21
t

N=1000

Imax=478

S ,I ,R

Grafy jednotlivých profil̊u pro R0 = 10 a N = 1000, β = 0.005, ν = 0.5 , S(0) = N − 0.01, I(0) = 0.01, R(0) = 0 .

S

I

R

3.1 17
t

N=1000

Imax=670

S ,I ,R
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3. Formulace SIRS-modelu

Můžeme sestrojit poněkud obecněǰśı model. Uvažujeme, že imunńı jedinci mohou ztratit imunitu př́ımo úměrně s mı́rou
úměrnosti γ.

Schéma modelu

- -S I Rβ ν

γ

Dostáváme matematický model
dS

dt
= −β I S + γ R

dI

dt
= β I S − ν I (6)

dR

dt
= ν I − γ R .

4. Kvalitativńı analýza SIRS modelu

Opět plat́ı N = S + I +R, tj. R = N − I − S můžeme vyšetřovat model

dS

dt
= −β I S + γ (N − I − S)

(7)

dI

dt
= β I S − ν I.
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Pro profil R(t) plat́ı lineárńı rovnice prvého řádu. Budeme-li známe profil I(t), můžeme profil R(t) vypoč́ıtat

R(t) = e−γ t(R(0) + ν

∫ t

0

I(z) eγ z dz).

4.1. Stacionárńı řešeńı

Soustava (7) má rovnovážné stavy Q1 = [N, 0] a Q2 = [ ν
β
, γ β N−ν

β(ν+γ)
]. Stacionárńı řešeńı tedy jsou

S1(t) = N ,

I1(t) = 0 , pro t ≥ 0 ,

S2(t) =
ν

β
,

I2(t) = γ
β N − ν
β(ν + γ)

, pro t ≥ 0 .

4.2. Stabilita stacionárńıch řešeńı

Jakoboho matice obecně je

JS,I =

[
−(β I + γ) −(β S + γ)

β I β S − ν

]
.

Jacobiho matice v rovnovážném stavu [N, 0] má tvar

J1 =

[
−γ −(β N + γ)
0 β N − ν

]
.
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Vlastńı č́ısla matice J1 jsou: λ1 = −γ a λ2 = β N − ν. Rovnovážný stav Q1 = [N, 0] je nestabilńı (sedlo) jestliže
N > ν

β
. Pro N < ν

β
je rovnovážný stav Q1 stabilńı uzel, ale v tomto př́ıpadě neexistuje rovnovážný stav Q2, takže z

epidemiologického hlediska to je nezaj́ımavý př́ıpad.

Jacobiho matice v rovnovážném stavu [ ν
β
, γ β N−ν

β(ν+γ)
] má tvar

J2 =

 −
γ(Nβ + γ)

γ + ν
−γ − ν

γ(Nβ − ν)

γ + ν
0

 .

Pro matici J2 dostáváme charakteristickou rovnici

(γ + ν)λ2 + γ(Nβ + γ)λ+ γ(γ + ν)(Nβ − ν) = 0 .

Vlastńı č́ısla matice J2 jsou:

λ1 =
−γ(Nβ + γ) +

√
γ2(Nβ + γ)2 − 4γ(γ + ν)2(βN − ν)

2(γ + ν)

λ2 =
−γ(Nβ + γ)−

√
γ2(Nβ + γ)2 − 4γ(γ + ν)2(βN − ν)

2(γ + ν)
.

Rovnovážný stav [ ν
β
, γ β N−ν

β(ν+γ)
] je bud’ stabilńı uzel, je-li diskriminant≥ 0, nebo stabilńı ohnisko, je-li diskriminant< 0 (opět

za předpokladu N > ν
β
).
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Zobraźıme si schematické vektorové pole

S-nulklína

I-nulklína

S

I

I=γ
N -S

β S +γ

ν

β

Q1

N

Q2

0

a vektorové pole vytvořené na poč́ıtači pro parametry

N = 1000, β = 0.0025, ν = 0.5, γ = 0.1, S(0) = N − 0.01, I(0) = 0.01, R(0) = 0
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Fázový portrét je zobrazen na následuj́ıćım obrázcku

S

I

Q1

N

Q2

Na následuj́ıćıch obrázćıch jsou grafy jednotlivých profil̊u S, I, R pro hodnoty parametr̊u a počátečńı podmı́nky

N = 1000, β = 0.0025, ν = 0.5, S(0) = N − 0.01, I(0) = 0.01, R(0) = 0

a pro r̊uzné hodnoty parametru γ, a) γ = 0.1, Q2 = (S2, I2, R2) b) γ = 0.5, Q2 = (S1, I1, R1).

a) b)

S

I

R

t

N=1000

I2=133
S2=200

R2=667

S ,I ,R

S

I

R

t

N=1000

I1=R1=400

S1=200

S ,I ,R

J


	Formulace SIR-modelu
	Cíle modelu
	Hypotéza a matematický model

	Kvalitativní analýza SIR modelu
	Stacionární rešení
	Stabilita stacionárních rešení

	Formulace SIRS-modelu
	Kvalitativní analýza SIRS modelu
	Stacionární rešení
	Stabilita stacionárních rešení


