Populac¢ni biologie infekénich nemoci
1. Formulace SIR-modelu
Predpokladejme, ze cela populace — N se déli na
e tiidu ndchylnych jedincu (jedinci ndchylni k ziskdni nemoci) — S
e tiidu infekénich jedincu (infekéni jedinci schopni prenosu nemoci na nachylné jedince) — I

e tiidu imunnich jedincu (jedinci, ktefi ziskali vuéi nemoci imunitu, trvalou ¢ docasnou) — R

Pro celou populaci tedy plati N = S + I + R,
Predpokladejme dale:

e Epidemie je relativné kratka, neuvazujeme narozeni, imrti a migraci.
o Infekce neni smrtelna.
e Ziskana imunita je trvala.

e Jedinci se v populaci potkavaji nahodné se stejnou pravdépodobnosti.

Schéma modelu




1.1. Cile modelu
Zajima nas:
1. Kdy epidemie zacne?
2. Jaka bude pocate¢ni rychlost rustu epidemie?
3. Kolik jedincti bude nemocnych na vrcholu epidemie?
4. Kolik jedincu celkem onemocni a kolik jich nemoci unikne?

5. Jak dlouho epidemie potrva?

1.2. Hypotéza a matematicky model

Zvolime parametry STR-modelu a jejich symboly.

Parametry SIR Symbol

Celkovy pocet jedincu

Pocet nachylnych jedincu

Pocet infekénich jedincu

Pocet imunnich jedincu

Pocet kontaktu kazdého jedince za jednotku casu

Sila infekce

Infekéni pomeér

Pravdépodobnost pirenosu infekce pti kazdém kontaktu
Pramérna délka infekéni periody
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Model muzeme formulovat tfemi vztahy

ds

priiali rychlost novych infekei

dI L . ’
T rychlost novych infekci — rychlost uzdraveni
dR

i rychlost uzdraveni

Pro silu infekce plati:

I

¢p

kde jsme oznacili § = N
Plati tedy
rychlost novych infekei = A S = IS.

Jedinci se uzdravuji konstantni rychlosti
rychlost uzdraveni = v 1.

Konstantni rychlost uzdravovani neni moc realna, ale pro mnoho modelovych studii je dostacujici.

Prepiseme-li nas model do matematického modelu, dostavame:

ds

— = —B1IS

dt b

drl

& 8IS — I
& BIS v
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2. Kvalitativni analyza SIR modelu

Protoze —(S+ 1+ R) = 0 plati, ze S+ I + R je konstantni. Je splnény pozadavek konstantni celkové populace a plati
R = N — 1 — 5. Staci fesit jen soustavu dvou rovnic:

dsS
= — _3]
dt PIS

dr (2)

2.1. Stacionarni resSeni

Soustava (2) mé piimku rovnovaznych stava ¢ = {[s, 0], s > 0}. Staciondrni feSeni tedy jsou
S(t) = s,s>0
I(t) = 0, prot>0.

2.2. Stabilita stacionarnich reseni

Jacobiho matice zobrazeni (=51 S,81S — vI) m4 tvar

_ | =8I =BS5S

J(S,I) = { BI BS—w |

Jacobiho matice v rovnovazném stavu [s, 0] mé tvar

|0 —=Bs
Jo = {0 Bs—l/]'



Vlastni ¢isla Jy: Ay =0 a Ay = s — v. Rovnovazné stavy [s, 0] nejsou hyperbolické. Stabilitu musime urcit pomoci
vektorového pole a fazového portrétu. Vektorové pole je na nasledujicim obrazku
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Polopiimka ¢1 = {[s,0], s < 4} je mnozina stabilnich rovnovaznych stavii. Polopiimka g, = {[s,0], s > 4} je mnozina

nestabilnich rovnovaznych stavu.

Soustava (2) ma prvy integral. K nakresleni fdzového portrétu vyuzijeme znalost prvého integralu. Za predpokladu, ze
S # %, plati

as _ -ps
dI ~ pBS—v
5SS —v /
— ds = dr
gS

-S4+ %IHS = I+ k, k €R je konstanta.

Dostali jsme prvy integral soustavy (2)
ij]:—f—5+%ms. (3)



Nakreslime si fazovy portrét soustavy.
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Vypocteme konstantu z prvého integralu:

Pouzijeme-li navic vztah N = S 4+ I + R dostavame:
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R(t) = N = 1(0) = 5(0) -

(InS(t) — In S(0)) .

Infekce se bude §itit, jestlize % > 0, tj. musi platit ? > 1.

()

V case t — to = 0 plati S — N, I — 0. Dosadime-li tedy do vztahu ? > 1vcaset — 0.5 = N dostaneme gN > 1.

To je podminka, aby infekce vibec zacala.
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Oznacme

Py _or

v v
reprodukéni éislo. Je to dulezita velicina v epidemiologii. Ry oznacuje prumérny pocet sekundarnich infekei vzniklych
tim, ze se jeden infikovany jedinec dostane do populace.

Nasledujici tabulka udava hodnoty reprodukéniho ¢isla pro nékteré infekce.

Infekéni onemocnéni Ry
Vzteklina 2-3
Pravé nestovice 2.5-3
Chripka 3-4
Détska obrna 5
Zardeénky 6-7
Ptiusnice 12
Plané nestovice 10 - 12
Cerny kasel 16 - 18
Spalnicky 16 - 18
Malarie 100

Epidemie tedy zac¢ne, jestlize Ry > 1. Pocet infekénich jedinct zpoc¢atku roste a nakonec klesne k nule.

Jakda bude pocatecni rychlost rustu epidemie? Protoze f = 1/%1, dostavame

dI ( S )
= vl RO_ -1
t=0 N

= = vI(0)(Ry — 1).

t=0



Kolik jedincu bude nemocnych na vrcholu epidemie?
Hleddme extrém funkce I(t), extrém nastane pro t = t,.
V case t, plati dI

- — * t* —
il 0 < S S(t")

Dosadime-li do vztahu (4) dostaneme

N
Inae = I(t") = N — —(1+InRy).
Ry
Kolik jedincu celkem onemocni a kolik jich nemoci unikne?
Oznacme t; cas, kdy epidemie skonéi, t.j. I(¢t;) = 0. Oznacime-li S; = S(t1) pocet jedincu, ktefi neonemocnéli v ¢ase t;
a nemocné jedince I} = I(ty), plati

Z ptedchozi rovnice vypocteme Sy, coz je celkovy pocet jedincu, které nemoci unikli. Celkem onemocni N — S; jedincu.
Epidemie skonci v case t; a nejvice nemocnych bude v case t*.

Pocéteéni podminky na zac¢dtku epidemie (aby se epidemie rozbéhla) budou:
I(0)=¢, R(0)=0, S(0)=N —1I(0)—R(0)=N —-¢,

kde ¢ je malé ¢islo.
Vyssi Ry vede k rychlejsimu nastupu epidemie, vétsimu poétu infikovanych a ke kratsi epidemii (viz obrézky na nésledujict
strané).



Na néasledujicim obrazku jsou grafy jednotlivych profilu S, I, R pro hodnoty parametru a poc¢atecni podminky:
N =1000, 8 =0.0025, v =0.5, S(0) = N —0.01, I(0) =0.01, R(0) =0.
Dilezité hodnoty jsou: Rg =5, I = 478, S; =65, t* =6.45, t; = 21.
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Grafy jednotlivych profilu pro Ry = 10 a N = 1000, § = 0.005, v = 0.5, S(0) = N —0.01, I(0) = 0.01, R(0) =0.
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3. Formulace S7RS-modelu

Miuzeme sestrojit ponékud obecnéjsi model. Uvazujeme, ze imunni jedinci mohou ztratit imunitu pfimo imérné s mirou
umeérnosti v.
Schéma modelu

| i |
S b I v R
Dostavame matematicky model
% = —pBIS + R
% _ 8IS — v (6)
% = vl — yR.

4. Kvalitativni analyza SIRS modelu

Opétplati N = S+ 1+ R, tj. R = N — I — S muzeme vysetfovat model

45 IS+ (N =1 - 5
dt

(7)
dI



Pro profil R(t) plati linearni rovnice prvého fadu. Budeme-li zndme profil /(t), muzeme profil R(t) vypocitat
t
R(t) = e ""(R(0) +v / I(z)e"*dz).
0

4.1. Stacionarni reSeni

Soustava (7) mé rovnovazné stavy 1 = [N,0] a Q3 = [%, 0l g(jy\:v”)] Stacionarni feseni tedy jsou

Si(t) = N,

L(t) = 0, prot >0,
So(t) = %,
Lt) = v%, prot>0.

4.2. Stabilita stacionarnich reseni

Jakoboho matice obecné je

—BI + ) —(BS + )
JS,I—|: 81 7 BS—I/V}'

Jacobiho matice v rovnovazném stavu [N, 0] mé tvar

5= {—O'y —(gjl\\[f:ryv)} '



Vlastni ¢isla matice J; jsou: Ay = —y a A\s = SN — v. Rovnovazny stav (1 = [N, 0] je nestabilni (sedlo) jestlize
N > % Pro N < % jerovnovazny stav () stabilni uzel, ale v tomto piipadé neexistuje rovnovazny stav (s, takze z
epidemiologického hlediska to je nezajimavy piipad.

Jacobiho matice v rovnovézném stavu [, v g(]j;;)] ma tvar
Y(NB+7)
Jy = Ty
, =
vtV

Pro matici J, dostavame charakteristickou rovnici
(Y + )N+ Y(NB+NA+(y + ) (NG —v) = 0.

Vlastni ¢isla matice J jsou:

—v(NB+7) + VP(NB+7)% — 4y(y + v)2(BN — v)
2(y+v)

N = DWBHY) = VEWNE 1) — dyly +v)P(BN —v)

2(y+v) '

)\1:

BN—v
Bv+v)
za predpokladu N > %)

Rovnovazny stav [%, 0l ] je bud stabilni uzel, je-li diskriminant> 0, nebo stabilni ohnisko, je-li diskriminant< 0 (opét



Zobrazime si schematické vektorové pole

| N-S — S—nulklina
=y

BS+y — [—nulklina
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a vektorové pole vytvorené na pocitaci pro parametry

N = 1000, 8 = 0.0025, v = 0.5, v = 0.1, S(0) = N —0.01, I(0) = 0.01, R(0) =0
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Fazovy portrét je zobrazen na nésledujicim obrazcku
I

Q

QN g
N

Na nasledujicich obrazcich jsou grafy jednotlivych profili S, I, R pro hodnoty parametru a pocatecni podminky
N = 1000, g =0.0025, v = 0.5, S(0) = N —0.01, 1(0) =0.01, R(0)=0
a pro ruzné hodnoty parametru v, a) v = 0.1, Q2 = (S2, Iz, R2) b) v = 0.5, Q2 = (51, [1, Ry).
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