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1 Souhrn

Nespojité dynamické systémy se objevuji v mnoha aplikacich. V nehladké mechanice
podléha pohyb téles rychlostnim a silovym skokum v dusledku tfeni a narazu. Skiipéni
automobilu pti prudkém brzdéni je zpusobeno pohybem typu pfilepeni a sklouznuti.
Nespojité feseni usnadinuje modelovani siteni trhlin. Mnoho aplikaci 1ze nalézt v elek-
tronice. Pulzni fizeni se pouziva u servomotoru. Jednoduchy Filippovuv systém se
uplatni v regulaci se zpétnou vazbou. Pii optimalnim fizeni se pouziva dvoupolo-
hova regulace, aby se stiidanim dvou krajnich hodnot dosahl minimalni cas pfechodu
z pocatecniho do koncového stavu.

Nasim cilem je pouziti ndstroju kvalitativni analyzy spojitych dynamickych systému
na nespojité Filippovovy systémy. Funkce jako jsou potencial, Hamiltonian a Ljapunovova
funkce mohou popsat globéalni chovani Filippovova systému. Kvalitativnimi metodami
zkoumame fazovy portrét, stabilitu, bifurkace a dalsi lokalni a globalni vlastnosti Fil-
ippovovych systému.

Sousttedime se na aplikace v chemii a biologii. Zkoumame chovani CSTR s prepadem.
Predpokladédme, ze v reaktoru probiha jednoducha chemicka reakce. V tomto systému
uskutecnime studii s jednim parametrem. Je-li objem naplné reaktoru ovladan c¢erpadlem,
chovani systému se zmeéni.

Nakonec se zamérime na modely typu dravec-kofist, jimiz se fidi cetné déje v
populaéni dynamice, reakéni kinetice, statistické termodynamice. Uvazujeme jen dva
soutézici druhy organismii, model je variaci systému Lotky-Volterra, specidlnim typem
Bazykinova ekologického modelu.
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2 Kvalitativni analyza Filippovovych systému

Necht S je jednoduse souvisld oblast v R%2. Necht S je rozdélena na dvé disjunktni
podmnoziny Sy a Sz, které jsou neprazdné, oteviené v R2, S1NSy, =0, S,US, =8.
Hranice mezi mnozinami je X5 = 57 N Ss.

Definice 1 Necht jsou ddna dvé spojitd vektorovd pole Fy : S, — R2%, Fy : Sy — R2.
Vektorové pole F : S — R? definované po édstech
F1 (X), X € Sl,
Fg(X), X € SQ,
F(x) =
Giy(x), x € X,
G(IJQ(X)’ X € Ei?a

se nazyvd Filippovovo vektorové pole.

O tom, zda je konkrétni bod x € S prvkem 57, Sy nebo Y15, rozhoduje spojita a hladka
funkce h: S — R,

x € S; < h(x) >0,
X € Y19 & h(x) =0,
x € Sy < h(x) <0.
Zda je konkrétni bod x € X5 prvkem X, nebo X{,, urc¢uje funkce o : X2 = R,
x € Xi,e o(x) <0,
x €X{, & o(x)>0.

o(x) = (En(x) - Fi(x)) (Zn(x) - Fa(x))
kde ¥,,(x) je nenulovy normdlovy vektor k 315 v bodé x € ¥15.

Gia(x) = AF1(x) + (1 = \)F2(x),

3, (x) - Fa(x)

' TEH & -FE)

Gia(x) = 5 (F) () + Fa(x)).



Necht integracni cesta z bodu A do bodu B je po ¢astech hladka krivka IC, ktera je
orientovanym souctem krivek Kj ... K,,
K=K +...+K,,

kde kazda ¢ast KC; ma hladkou parametrizaci,
ICZ‘ = (I)Z(IZ), (I)z : Il — ]RQ, Il = <az,b2>

A=A = 01(m),
®,(b;) = By = Aiy1 = Piq(aisq), i=1...r—1
®,.(b,) = B, = B.
Necht S je jednoduse souvisld oblast v R?, na které je definovdno Filippovovo vektorové
pole F. Vlozime po ¢dstech hladkou kiivku K = K1 +. ..+ K, do S. Jestlize hranice X9
protne kiivku IC, prusecik od sebe oddéli nové vzniklé ¢asti krivky K. Pokud néjaky

usek ktivky K lezi cely na hranici 319, stane se také nové vzniklou ¢asti kiivky K.
Vznikne tedy nové rozdéleni kiivky IC,

lCzI%l—i—...—i—Es, r <s.

Na kazdé nové ¢asti ﬁi, 1 =1...sjekrivka hladka a vektorové pole F spojité. Vyjimkou
mohou byt krajni body A;, B;.

Definice 2 Krivkovym integrdlem Filippovova vektorového pole ¥ podél po castech
hladké krivky IC z bodu A do bodu B nazyvdme soucet integrdlu

F.dd = /F-dCIJi,

kde ®; je hladkd parametrizace casti IEZ krivky K.



Definice 3 Necht mnoZina S je jednoduse souvisld oblast v R%. Filippovovo vektorové
pole F : S — R? je potencidlni, prdvé kdyz existuje skaldrni funkce U : S — R,
nazyvand potencidl, takovd, Ze

{aa_g(x,y), Z—Z(:my)] = Fy(z,y), V|z,y] € 5, (1)
{Z—Z(x,y), {;—[y](x,y)] = Fo(z,y), Vr,y] €5, (2)
Ulx,y) je spojita V[z,y] € Xia. (3)

Véta 1 Necht mnozina S je jednoduse souvisld oblast v R%. Filippovovo vektorové pole
F : S — R? je potencidlni, prdavé kdy?

a) Fy je potencidlni na S; a jeho potencidl Uy lze spojité rozsirit na Sy,

b) Fy je potencidlni na Sy a jeho potencidl Uy lze spojité rozsiFit na S,

c¢) ve vSech bodech [x,y] € X1a je kolmy prumét Fi(x,y) do tecného sméru k $io
totozny s kolmym primétem Fo(x,y) do téhoZ sméru.

Lemma 1 Dva vektory Vi(x), Va(x) v daném bodé x hladké krivky J magi totoiné
kolmé priméty Vi4(x) = Vo (x) do tecného sméru k J, pravé kdyz plati V,(x)-J;(x) =
Vo(x) - Jy(x), kde J;(x) je nenulovy tecny vektor k J v bodé x.

Dukaz Lemmatu 1

V,-J V,y-J
Vi, =V, & J: J:J Jf J:Jt@w J, =V, J,



Dukaz Véty 1

i)

U, a U, spojité rozsifime na S, a Ss. Uvazujeme AYq5 jako souvislou komponentu
mnoziny Y12, AS; jako souvislou komponentu mnoziny Sy, ASs jako souvislou kom-
ponentu mnoziny Ss. Zvolime bod [z, yo] € AX 5. Nastavime integraéni konstanty U;
a Uy na AS; a AS, piiléhajicich k AXq, tak, ze Uy (2o, yo) = Us(w0,10). Integrujeme
Uy a Uy podél kiivky AX49 z bodu [z, yo] € AX1o do libovolného bodu [z, y] € AXqs.

Ul(x7y> = Ul(x()?y()) + /Fl : dI',

Us(z,y) = Us(zo, yo) + /F2 ~dr, dr = [dz,dy].

Ve vsech bodech X1, plati Fi; = Fy;. Podle Lemmatu 1 plati Fy - X, = Fy - X, kde X
je nenulovy tecny vektor k »15. Plati také F; - dr = F5 - dr. Oba integraly jsou stejné
a Ui(x,y) = Us(x,y) pro viechna [z,y] € AX;s. Stejnym zpusobem piipojujeme dalsi
souvislé komponenty AS; a AS,. U lze spojité definovat

U1 na Sl,
U= U =U; na X,
U, na Ss.

ii

)

Existuje bod [z, y0] € AX1y takovy, ze Fiy(xo, yo) # Fai(xo,%0). F1 a Fa jsou spojita
na Sl a 527 na §1 a gg, na 212. Existuje okoli OE(IO7 yo) N AZH na kterém Flt 7é th a
F, -3, # F,-%,. Nastavime integracni konstanty U; a Us na NS, a AS, priléhajicich
k AYs tak, ze Uy (xg, yo) = Us(zo, yo). Integrujeme U; a Uy podél kiivky AX5 z bodu
[0, Yo] € AX12 do bodu [z,y] € Oc(xo, yo) N AX12\{[z0, Yo] }-

U1(3773/) = U1($07y0) + /Fl ~dr,

Us(z,y) = Us(xo,y0) + /Fg ~dr, dr = [dz,dy].

Na okoli O.(zg, yo) NAX15 je Fy-dr < Fy-dr nebo Fy-dr > Fy-dr. Uy (z,y) # Us(z,y)
na O(xg,yo) N AX12\{[x0, yo|}. U nelze spojité definovat na Sy U 35 U Ss.



Véta 2 Necht mnozina S je jednoduse souvisld oblast v R?. Filippovovo vektorové pole
F : S — R? je potencidlni, prdvé kdyz krivkovyj integrdl tohoto vektorového pole nezdvist
na ceste.

Definice 4 Necht mnoZina M je oblast v R?. Necht je ddno spojité vektorové pole
V : M — R2.  Spojité vektorové pole V. : M — R? je potencidlni s potencidlem
U: M — R, prdvé kdyz spojité vektorové pole V : M — R? je potencidlni s potencidlem
U:M =R aV lze spojité rozsivit na M a U lze spojité rozsirit na M.

Lemma 2 Necht mnoZina M je uzaviend oblast v R?. Spojité vektorové pole V : M —
R? je potencidlnd, prdavé kdy? krivkovy integrdl tohoto vektorového pole nezdvisi na cesté.

Dukaz Lemmatu 2

Jestlize V : M — R? je potencialni, potom V : M — R? je potencialni. Zvolime libo-
volnou uzavienou kiivku £ C M. Vezmeme posloupnost uzavienych kiivek {L£1, Lo, Ls...},
ktera konverguje k £ a vSechny L; lezi v M. Kiivkovy integral podél L; je nulovy.
Vektorové pole V : M — R? je spojité, tedy limita posloupnosti kiivkovych integralt
podél L; se rovna kiivkovému integralu podél L. Kiivkovy integral podél L je nulovy.
Kiivkovy integral vektorového pole V : M — R? nezdvisi na cesté.

Jestlize V : M — R? neni potencidlni, potom

1) V : M — R? neni potencidlni. Kfivkovy integrél vektorového pole V : M — R?
zavisi na cesté.

2) V : M — R? nelze spojité rozsiiit na M. Vektorové pole V : M — R? neexistuje.
3) U : M — R nelze spojité rozsifit na M. Zvolime bod A ve vnitfku mnoziny
M. Zvolime bod B na hranici mnoziny M takovy, ze do néj nelze spojité rozsitit
U: M — R. Zvolime dvé ruzné orientované kiivky KeMaKeM zacinajici v bodé
A a koncici v bodé B takové, ze

lim U(x)=U(B)#U(B)= lim U(x)
xeEX,x—B xeX,x—B

Krivkové integraly podél Kak jsou

U (B) # U (B) a proto jsou kiivkové integraly ruzné. Kiivkovy integral vektorového

pole V : M — R? z4visi na cesteé.



Lemma 3 Necht P je souvisld podmnozina R?. Necht je ddno vektorové pole P : P —
R2. Necht J je hladkd krivka, J C P. Necht vektorové pole Q : P — R? je

P na P\J,
Q_{Pt na J,

kde P, je vektor, kteryy ma totoiny kolmy prumét do teéného sméru k J jako vektor
P. Potom krivkovy integrdl z libovolného pocatecniho bodu A do libovolného koncového
bodu B po libovolné integracni cesté K je stejny v obou vektorovych polich P a Q.

Dukaz Lemmatu 3

Prunik J N K je tvoren izolovanymi body x € J a useky u C J. Odlisné hodnoty
vektorovych poli P a Q v izolovaném bodé x nemaji vliv na hodnotu kiivkového
integralu. Na tseku u jsou ¢ésti kiivkovych integrala

/P~dr,
/ -dr.

Na hladké kiivce J plati P, = Q;, P-J;, = Q-J;, P-dr = Q-dr. Obé c¢asti krivkovych
integralu jsou stejné. Nezdlezi na tom, zda se integruje vektorové pole P nebo Q.



Lemma 4 Necht C je souvisld podmnozina R?. Necht krivkovy integrdl vektorového
pole C : C — R? nezdvisi na cesté. Necht D je souvisld podmnozina R?. Necht
krivkovyj integrdl vektorového pole D : D — R? nezdvisi na cesté. Jestlize prinik C N D
je neprazdnd souvisld mnozina a C' = D na CND, potom krivkovy integrdl vektorového
pole E : E — R? nezdvisi na cesté.

C na C\D,
E=¢{C=D na CND,

D na D\C,

E=CUD.

Dukaz Lemmatu 4

Zvolime libovolnou uzavienou kiivku £ C F.

1) L lezi cela v C| kiivkovy integral podél ni je nulovy.

2) L lezi celd v D, kiivkovy integral podél ni je nulovy.

3) L zacind v bodé x; € C\D, pokracuje svou orientovanou ¢asti £ do bodu x5 €
C' N D, pokracuje svou orientovanou ¢asti Lo do bodu x3 € D\C, pokracuje svou
orientovanou c¢asti L3 do bodu x4, € C'N D a pokracuje svou orientovanou c¢asti £4 do
vychoziho bodu x; € C\D. Necht z bodu x3 vychazi orientovana kiivka Py, kterd lezi
cela v C'N D a konéi v bodé x4. Uzaviena kiivka tvorena orientovanymi kiivkami £,
P11, L4 lezi cela v C' a proto

/E-dr+/ E-dr+/ E-dr=20
£1 'P1 54

Uzaviena kiivka tvofena orientovanymi ktivkami Lo, L3, Py lezi celd v D a proto

/E'dr—i-/ E~dr—/ E-dr=0
Lo L3 P1

Sec¢tenim rovnic dostavame

/E-dr+/ E-dr+/ E-dr+/ E-dr=0
L1 Lo L3 Ly

Krivkovy integral podél uzaviené kiivky L je nulovy.
piipad prevést na predchozi pripady.
Ktivkovy integral vektorového pole E nezavisi na cesteé.



Lemma 5 Necht mnoZina S je jednoduse souvisld oblast v R?. Necht F : S — R? je
Filippovovo vektorové pole. Necht v bodé x € X5 jsou F14(x), For(x), Gig (%), Gy (%)
kolmé pruméty vektori F1(x), Fa(x), Giy(x), G{y(x) do tecného sméru k ¥12. Jestlize
v daném bodé x € Y15 plati F14(x) = Fou(x), potom plati F1(x) = Foi(x) = G, (x) =
Giy(x).

Dukaz Lemmatu 5
Necht Fi; = Fy, potom podle Lemmatu 1 plati Fy - 3; = F5 - 3, kde 3, je nenulovy
tecny vektor k 319. Pak protoze G3, = AF; + (1 — \)Fy, je

Gig22t:)\F12t+(1_)\)F22t
GiQEt:AF12t+(1_>\)F12t
Giy = Fu

Obdobné protoze Gf, = 3 (F; + Fs), je

GiQ'Et:%Fl'Et—f_%FQ'Et
Giz-Et:%Fyzt—i—%Fth
GSy = Fy



Dukaz Véty 2

i)

Necht Filippovovo vektorové pole F : S — R? je potencidlni.

F, : S; — R? lze spojité rozsifit na S;. Podle Véty 1 1ze U; : Sy — R spojité rozsitit
na S;. Podle Definice 4 je F; : S; — R? potencidlni s potencidlem U; : S; — R. Podle
Lemmatu 2 kiivkovy integrdl F; : S; — R? nezdvisi na ceste.

F, : Sy — R? lze spojité rozsfiit na S,. Podle Véty 1 1ze U, : Sy — R spojité rozsitit
na Sy. Podle Definice 4 jeFq: S5 — R? potencidlni s potencidlem U, : S5 — R. Podle
Lemmatu 2 kiivkovy integral Fy : Sy — R? nezavisi na cesté.

Uvazujeme AX15 jako souvislou komponentu mnoziny i, AS; jako souvislou kom-
ponentu mnoziny Sy, AS; jako souvislou komponentu mnoziny S;, ASs, jako souvislou
komponentu mnoziny Sy, S5 jako souvislou komponentu mnoziny Ss.

Necht vektorové pole AF; : AS; — R? je

~ F AS
AFl _ 1 na 1
Fi; na AXYy,

kde AS} a A¥y, k sobé priléhaji. Podle Lemmatu _3 ktivkovy integral Af‘l - AS; = R?
nezavisi na cesté. Nechf vektorové pole AF, : ASy — R? je

~ F AS
AFQ _ 2 na 25
Fyy na AY,,

kde ASy a AXy5 k sobé piiléhaji. Podle Lemmatu 3 kiivkovy integral Af‘g - ASy — R?
nezavisi na cesté. Necht vektorové pole AF : AS; U AY 15 UASy — R? je

F1 na ASl,
Af‘ = Flt = th na Azlz,
F, na AS,,

kde ASy, AXiy, ASy; k sobé priléhaji. Podle Lemmatu 4 kfivkovy integral AF :
AS; U A¥p UASy — R? nezévisi na cesté. Stejnym zpusobem pripojujeme dalsi
souvislé komponenty AS; a AS,. Dostaneme vektorové pole F : S — R?

F1 na Sl,
f‘ =4 Fiy =Fy na X,
FQ na 52.

Kiivkovy integrdl F : S — R? nezavisi na cesté.
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Podle Lemmatu 5 dostaneme vektorové pole F:S— R

F, na Si,

Fg na SQ,
S S

Giy mna X,

Cc Cc
G, na Xf,.

)
I

Krivkovy integral F : S — R? nezévisi na cesté. Podle Lemmatu 3 dostaneme Filip-
povovo vektorové pole F : S — R?

Fl na Sl,

Fg na SQ,
S S

G, na Xi,,

C Cc
Gi, na X,.

Krivkovy integrdl F : S — R? nezdvisi na cesté.

ii

)

Necht Filippovovo vektorové pole F : S — R? nenf potencidlni. Potom

1) F; nenf potencidlni na S;. Kfivkovy integral F : S — R? z4visi na cesté.

2) U, nelze spojité rozsitit na S;. Kiivkovy integrdl F : S — R? zévisi na cesté.

3) Fy neni potencialni na Sy. Kiivkovy integrdl F : S — R? z4visi na cesté.

4) Us nelze spojité rozsitit na S,. Kiivkovy integral F : S — R? zdvisi na cesté.

5) Existuje bod [zg,y0] € AX1y takovy, ze Ui(xo,y0) = Us(zo,y0) a na jeho okoli
Oc(zo,yo) N AX12\{[x0, yo]} plati Ui(z,y) # Us(z,y). Polozime bod A = [xg,yo] €
AXqy. Zvolime bod B = [z,y] € O(zo,v0) N AX12\{[x0, y0]}. Zvolime dvé ruzné
orientované kiivky K e égl a K € AS, zac¢inajici v bodé A a konéici v bodé B.
Krivkové integraly podél K a IC jsou

Ul(B) = Ul(A) + / F- dI‘,

K

UQ(B):UQ(A)+/AF~dr.

K

Ui(A) = Uy(A), Ui(B) # Ux(B) a proto jsou kiivkové integraly ruzné. Kiivkovy
integral F : S — R? z4visi na cesté.

11



Véta 3 Necht mnoZina S je jednoduse souvisld oblast v R%. Necht Filippovovo vek-
torové pole F : S — R? je potencidlni s potencidlem U : S — R. Potom spddnice grafu
funkce U a neorientované trajektorie dynamického systému

dx
E = F(X), X € S,

jsou shodné.

Poznamka:
Spadova krivka topografické plochy je ¢ara spojujici body plochy ve sméru jejiho
nejvetsiho spadu. Spddnice je kolmy prumét spadové kiivky do vodorovné roviny.

Dukaz Véty 3

Pro trajektorii v S} je jeji tecny vektor vzdy rovnobézny s gradientem potencialu.
Pro trajektorii v S5 je jeji tecny vektor vzdy rovnobézny s gradientem potencialu.

Na 3§, trajektorie protne Y15 v jednom izolovaném bodé. Na 3, mé topograficka
plocha hibetni kiivku. Spadova kiivka prejde pies hibetni kiivku v jednom izolovaném
bodé. Spadnice protne ¥15 v jednom izolovaném bodé.

Na i, se trajektorie pohybuje po X5 a je stabilni respektive nestabilni. Na »f, ma
topograficka plocha hiebenovou respektive udolni hibetni kiivku. Spadova kiivka se
pohybuje po hibetni kiivce a je stabilni respektive nestabilni. Spadnice se pohybuje
po Y12 a je stabilni respektive nestabilni.

12



Definice 5 Necht mnoZina S je jednoduse souvisld oblast v R%. Filippovovo vektorové
pole F : S — R? je Hamiltonovo, prdvé kdy? existuje skaldrni funkce H : S — R,
nazyvand Hamiltonidn, takovd, Ze

[%—I;(x,y),—aa—i[(x,y)} = Fi(zy), Vlz.yl sy, (4)
{%—I;(x,y),—aa—f(x,y)} = Faz,y), Vgl €S, (5)
H(z,y) je spojita V[z,y| € Xis. (6)

Véta 4 Necht mnozina S je jednoduse souvisld oblast v R%. Filippovovo vektorové pole
F : S — R? je Hamiltonovo, prdavé kdyz

a) Fy je Hamiltonovo na S, a jeho Hamiltonidn H, lze spojité rozsirit na Sy,

b) Fy je Hamiltonovo na Se a jeho Hamiltonidn Hy lze spojité rozsirit na Ss,

c) ve vsech bodech [x,y] € ¥12 je kolmy prumét Fi(x,y) do normdlového sméru k
Y19 totoing s kolmym prumétem Fo(x,y) do téhoZ sméru.

Dukaz Véty 4

Uvazujeme dvé Filippovova vektorovd pole L : S — R* L = [L,, L] a R : S —
R% R = [R,, Ry takovd, ze Ly = R,, L, = —R,. Podle Definice 3 a Definice 5
plati ekvivalence: L je potencidlni s potencidlem Up, pravé kdyz R je Hamiltonovo s
Hamiltonidnem Hpg, pficemz Uy, = Hr + K, kde K je konstanta, K € R.

Pro R ve Véte 4 plati tvrzeni a), prave kdyz pro L ve Vété 1 plati tvrzeni a).

Pro R ve Vété 4 plati tvrzeni b), pravé kdyz pro L ve Vété 1 plati tvrzeni b).

Pro R ve Vété 4 plati tvrzeni ¢), pravé kdyz pro L ve Vété 1 plati tvrzeni c).
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Véta 5 Necht mnoZina S je jednoduse souvisld oblast v R%. Necht Filippovovo vek-
torové pole F : S — R? je Hamiltonovo s Hamiltonidnem H : S — R. Potom vrstevnice
grafu funkce H a neorientované trajektorie dynamického systému

dx
E = F(X), X € S,

jsou shodné.

Poznamka:

Vrstevna kiivka topografické plochy je cara spojujici body této plochy, které maji
stejnou nadmotrskou vysku. Vrstevnice je kolmy prumét vrstevné kiivky do vodorovné
roviny.

Dukaz Véty 5

Pro trajektorii v Sy je jeji tec¢ny vektor vzdy kolmy ke gradientu Hamiltonianu.

Pro trajektorii v S5 je jeji tecny vektor vzdy kolmy ke gradientu Hamiltonianu.

Na 3§, trajektorie protne Y15 v jednom izolovaném bodé. Na 3, mé topograficka
plocha hibetni kiivku. Vrstevna kfivka prejde pies hibetni kiivku v jednom izolovaném
bodé. Vrstevnice protne Y15 v jednom izolovaném bodé.

Je-li Filippovovo vektorové pole Hamiltonovo a objevi-li se v tomto vektorovém poli
33,5, potom na Xf, selhava Filippovova konvexni metoda, A\ = %.
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Definice 6 Necht mnozina S je jednoduse souvisld oblast v R?. Rekneme, e Filippovo
vektorové pole F : S — R? md na okoli O, (xp) bodu x9 € Y15 Ljapunovovu funkci
L:0O,(xo) = R, pravé kdyz existuje skaldrni funkce L : O,(x0) — R takovd, Ze

L je spojitd na O, (xo), (7)

L je diferencovatelnd na O,(xg)\ %12, (8)

L(xp) < L(x), Vx € 0,(x0)\{x0}, (9)
%@:,y), a(a;?f)(m,y) -F(z,y) >0, Vx€O0,(x0)\{xo}, (10)

kde x znamend obecny gradient - vektor ve sméru mazimdlni smérové derivace, o ve-
likosti této smerové derivace.

Véta 6 Necht mnoZina S je jednoduse souvisld oblast v R%. Necht Filippovovo vek-
torové pole F : S — R? md na okoli O,(xq) bodu x9 € S Ljapunovovu funkci L :
O,(x9) — R. Potom bod xq¢ je asymptoticky stabilni rovnovdzny stav dynamického
systému
i—}; =F(x), xe&.

Dukaz Véty 6

Necht existuje Ljapunovova funkce L : O, (x9) — R. Z podminek Definice 6 vyplyva, ze
funkéni hodnota L klesd podél viech ¢ésti trajektorii, které se nachazeji v O, (xo)\{xo}-
Dukaz stejny jako dukaz pro spojité vektorové pole a spojity dynamicky systém.
Konkrétni dukazy pro spojita vektorova pole a spojité dynamické systémy lze nalézt v
Lyapunov A. M.: The general problem of stability of motion. Taylor & Francis, 1992.
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3 Aplikace Filippovovych systému

1) Chemicky reaktor s pifepadem, CSTR, continuous stirred - tank reactor, jehoz
objem, tedy vyska hladiny, je regulovan pasivné prepadem umisténym v pevné vysi
nade dnem. Modelové rovnice jsou

dV
= Fu—p/V V.
dt b
CA _ Dinlin T ey V>V
v _n
e
dCA . EnCAin EnCA
q = v v kca V < V.

Parametricka studie

Pevné parametry jsou

Caim = 1lkmolm™, F, =08m*h™!, k=1h"t V.=1m’
Pohyblivy parametr je

pe(l,00)m2h . (12)

Rovnovazny stav o je v oblasti V' > V., hladina se ustaluje nad drovni prepadu. Se
zvysujici se hodnotou parametru p se hladina ustaluje stale niz a niz. Pro nekone¢nou
hodnotu parametru p ma odtok nekonecnou kapacitu a hladina se ustali v urovni
prepadu, rovnovazny stav o se dostane na hranici V' = V.. Se zvySujici se hodnotou
p jsou strméjsi trajektorie v oblasti V' > V., tedy prevladaji objemové zmény nad
zménami koncentra¢nimi.
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T T 1 1T T 1T T T 1 T T 1T T T 1T T T T T T 1T T T 1T
0 0,2 0,4 08 08 1
ca

Obrazek 1 Fazovy portrét, p =1 m3 h1.

SRIFE P R R
R R T
sl

| =

T 1T 1T 1T T 1 17 1T 1T 17T 11 17 17T T T T T T T TTT
0z 0,4 08 [o8:) 1
ca

Obrazek 2 Fdzovy portrét, p — oo m3 h~L.
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2) Chemicky reaktor s cerpadlem, CSTR, jehoz objem, tedy vyska hladiny, je
regulovan aktivné pomoci cerpadla a snimace vysky hladiny. Modelové rovnice jsou

v

T2 E - Fou
dt ‘
€A _ ZnChin LA 4. v sV
v I3
dt — Ln
dCA - -chAin -FinCA
a v — v —kcy V < V.

Parametricka studie
Pevné parametry jsou
Cain = lkmolm™3, F,, =08m>h™', k=1h"' V,=1m?>

Pohyblivy parametr je

Fou € (0.82,00)m*h ™. (14)

Rovnovazny stav o je na hranici V' = V., hladina se ustaluje na regulované trovni.
Se zvysujicim se objemovym tokem cerpadlem F,,; jsou strméjsi trajektorie v oblasti
V >V, tedy prevladaji objemové zmény nad zménami koncentracnimi.
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ca

Obrazek 3 Fdzovy portrét, F,,; = 0.82m>h~!.
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Ga

Obrazek 4 Fdzovyj portrét, F,, — ocom>h™1.
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3) Chemicky reaktor s ¢erpadlem, CSTR, jehoz objem, tedy vyska hladiny, je
regulovan aktivné pomoci ¢erpadla a snimace vysky hladiny se spinaci hysterezi. Objem
je regulovan s regulacni odchylkou 8. Cerpadlo se zapina, kdyz objem néplné reaktoru
doséhne hodnoty V = V, + ¢. Cerpadlo se vypind, kdyz objem naplné reaktoru klesne
na hodnotu V =V, — 4.

S T T I
P A A L
A T R A
o S R
A e i e g
o T A R
T R L e
/////g"/‘ff
PAN B B S S
Y X X e o<
\

KN\\\\\\\

L

ca

Obréazek 5 Fdzovy portrét systému (13) pro hodnotu § = 0.1 m3.

Nejedna se o Filippovuv systém v pravém slova smyslu. V hystereznim pasu jsou
definovana dvé ruzna vektorova pole. Podle posledniho prichodu trajektorie horni ¢i
dolni hranici je urceno, kterym vektorovym polem se trajektorie 7idi. Stav systému
dospéje k limitnimu cyklu uvniti hysterezniho pésu.

20



Parametricka studie

Pevné parametry jsou

Caimn = lkmolm™, F, =08m*h™!, F,=15m*h™', k=1h"' V.=1m?’
S klesajici regulacni odchylkou 0 se hysterezni pas zuzuje, pocet zapnuti a vypnuti

cerpadla za ¢asovou jednotku stoupd a velikost limitniho cyklu se zmensuje. V limite
d — 0m3 piejde limitni cyklus v rovnovazny stav.

k r = s
=

TR OSSR
QRGO

W EEE TR E NN SR
A It
BABABIBIBBIIIIIIN,

DA,

=
=] o
© &
TRLPLLLELYLNLY
hissassasany
g
=~
T
i
e
e
T
~
MM E e,
bl pdiled i gy
DSBS GESESN

oo A

0.6 08
ca

Obrazek 6 Fdzovy portrét, § = 0.1m?3.

Obrazek 7 Fdzovy portrét, § = 0.02m3.

4) Modifikovany Bazykinav ekologicky model m4 rovnice

dxy 9 AT1T9

dt ! ! b + 2

d

&z _ anite dry — Exq Ty >
dt b —|— T

(15)

dxy 9 QT2

dt ! ! b + 2

dzy  azi129
— = —d < a,
dt  bta s

s proménnymi x; € (0,00), xa € (0,00) a parametry a > 0,b>0,d >0, E > 0, a > 0.
Kuznetsov Y. A., Rinaldi S., Gragnani A.: One-parameter bifurcations in planar Fil-
ippov systems. Int. j. bifurcation and chaos, 2157-2188, 2003.
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Jednoparametricka studie

Pevné parametry jsou

a=0.3556, b=0.33, d=0.0444, FE =0.2067.
Pohyblivy parametr je
a € (0,1.4). (16)

Body P jsou generické rovnovazné stavy na hranici, generic pseudoequilibria. Body T
jsou tecné body, tangent points. Diagram teSeni, ktery zachycuje zavislost souradnice
x1 bodu P a T na hodnoté parametru a.

08 b Body T |

Bod X

0.6 |- -
04

Body T Body P .

0.2+ .

Body T Bod X

0.0 1 1 I L I I
0.0 0z D.4 06 o 08 1.0 1.2 1.4

Obrazek 8 Jednoparametricka studie - diagram resent.
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Dvouparametricka studie
Pevné parametry jsou
a=0.3556, d=0.0444, FE = 0.2067. (17)

Pohyblivé parametry jsou
a€(0,3), B=1(0,1) (18)

Body X jsou singularni rovnovazné stavy na hranici, singular pseudoequilibria.
Bifurka¢ni diagram, ktery ukazuje, pti jakych hodnotach parametru «, b, se objevi
body X.

1.0 T T T T T

|:| .2 - /__.'"/ \ -

0.0 e 1 1 1 L !
a.0 0.5 1.0 1.5 o 2.0 2.5 3.0

Obrazek 9 Dvouparametrickd studie - bifurkacni diagram.
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4 Zaveér

Ukazali jsme, Ze pojmy potencidl, Hamiltonidn a Ljapunovova funkce lze definovat,
ackoliv vektorové pole je spojité po ¢astech a v nékterych bodech neni diferencovatelné.

Hlavnim pfinosem autora prace jsou formulace a dikazy vét:

e Véty 1, 2, 3 o existenci a vlastnostech potencialu planarniho Filip-
povova systému.

e Véty 4, 5, které se zabyvaji Hamiltonidnem planarniho Filippovova
systému.

e Véta 6, ktera uvadi postacujici podminky pro asymptotickou stabilitu
rovnovazného stavu planarniho Filippovova systému.

Potencialni a Hamiltonova vektorova pole tvori podmnozinu mnoziny vsech vektorovych
poli. Avsak mnoho fyzikalnich vektorovych poli jsou pole potencidlni ¢i Hamiltonova.
Zmnalost potencidlu usnadnuje vypocet kiivkovych integralu, tedy préce sil, vektorovych
poli. Znalost Hamiltonianu zptesnuje vypocet trajektorii dynamickych systémi, meto-
dami typu prediktor-korektor.

Zvolili jsme priklady z chemického inzenyrstvi a biologie, na které aplikujeme
teorii Filippovovych systému. Konkrétné modelujeme chemicky reaktor s prepadem.
Chovani odpovidajictho dynamického systému je slozitéjsi, pripojime-li k reaktoru
cerpadlo. Model zapinani a vypinani ¢erpadla vede ke spinaci hysterezi. Ukazali jsme,
ze vysledny dynamicky systém neni Filippovuv systém v pravém slova smyslu.

Posledni uvedenou aplikaci je Bazykinuv ekologicky model. Uvéadime jednopara-
metrickou a dvouparametrickou studii jeho chovani.

Nespojité dynamické systémy poskytuji mnoho otevienych problému. Z hlediska
aplikaci muzeme tuto teorii vyuzit napiiklad pro modelovani syntézy proteinu v piipadé
deficitu nékteré aminokyseliny.
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