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1 Souhrn

Nespojité dynamické systémy se objevuj́ı v mnoha aplikaćıch. V nehladké mechanice
podléhá pohyb těles rychlostńım a silovým skok̊um v d̊usledku třeńı a náraz̊u. Skř́ıpěńı
automobilu při prudkém brzděńı je zp̊usobeno pohybem typu přilepeńı a sklouznut́ı.
Nespojité řešeńı usnadňuje modelováńı š́ı̌reńı trhlin. Mnoho aplikaćı lze nalézt v elek-
tronice. Pulzńı ř́ızeńı se použ́ıvá u servomotor̊u. Jednoduchý Filippov̊uv systém se
uplatńı v regulaci se zpětnou vazbou. Při optimálńım ř́ızeńı se použ́ıvá dvoupolo-
hová regulace, aby se stř́ıdáńım dvou krajńıch hodnot dosáhl minimálńı čas přechodu
z počátečńıho do koncového stavu.

Naš́ım ćılem je použit́ı nástroj̊u kvalitativńı analýzy spojitých dynamických systémů
na nespojité Filippovovy systémy. Funkce jako jsou potenciál, Hamiltonián a Ljapunovova
funkce mohou popsat globálńı chováńı Filippovova systému. Kvalitativńımi metodami
zkoumáme fázový portrét, stabilitu, bifurkace a daľśı lokálńı a globálńı vlastnosti Fil-
ippovových systémů.

Soustřed́ıme se na aplikace v chemii a biologii. Zkoumáme chováńı CSTR s přepadem.
Předpokládáme, že v reaktoru prob́ıhá jednoduchá chemická reakce. V tomto systému
uskutečńıme studii s jedńım parametrem. Je-li objem náplně reaktoru ovládán čerpadlem,
chováńı systému se změńı.

Nakonec se zaměř́ıme na modely typu dravec-kořist, jimiž se ř́ıd́ı četné děje v
populačńı dynamice, reakčńı kinetice, statistické termodynamice. Uvažujeme jen dva
soutěž́ıćı druhy organismů, model je variaćı systému Lotky-Volterra, speciálńım typem
Bazykinova ekologického modelu.

Kĺıčová slova

nespojitý dynamický systém, diferenciálńı rovnice s nespojitou pravou stranou, po
částech hladký dynamický systém, nehladký dynamický systém, Filippov̊uv systém,
potenciál, Hamiltonián, Ljapunovova funkce
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2 Kvalitativńı analýza Filippovových systémů

Necht’ S je jednoduše souvislá oblast v R2. Necht’ S je rozdělena na dvě disjunktńı
podmnožiny S1 a S2, které jsou neprázdné, otevřené v R2, S1 ∩ S2 = ∅, S1 ∪ S2 = S.
Hranice mezi množinami je Σ12 = S1 ∩ S2.

Definice 1 Necht’ jsou dána dvě spojitá vektorová pole F1 : S1 → R2, F2 : S2 → R2.
Vektorové pole F : S → R2 definované po částech

F(x) =


F1(x), x ∈ S1,

F2(x), x ∈ S2,

Gs
12(x), x ∈ Σs

12,

Gc
12(x), x ∈ Σc

12,

se nazývá Filippovovo vektorové pole.

O tom, zda je konkrétńı bod x ∈ S prvkem S1, S2 nebo Σ12, rozhoduje spojitá a hladká
funkce h : S → R,

x ∈ S1 ⇔ h(x) > 0,

x ∈ Σ12 ⇔ h(x) = 0,

x ∈ S2 ⇔ h(x) < 0.

Zda je konkrétńı bod x ∈ Σ12 prvkem Σs
12 nebo Σc

12, určuje funkce σ : Σ12 → R,

x ∈ Σs
12 ⇔ σ(x) ≤ 0,

x ∈ Σc
12 ⇔ σ(x) > 0.

σ(x) = (Σn(x) · F1(x)) (Σn(x) · F2(x)) ,

kde Σn(x) je nenulový normálový vektor k Σ12 v bodě x ∈ Σ12.

Gs
12(x) = λF1(x) + (1− λ)F2(x),

λ =
Σn(x) · F2(x)

Σn(x) · (F2 (x)− F1(x))
,

Gc
12(x) =

1

2
(F1 (x) + F2(x)) .
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Necht’ integračńı cesta z bodu A do bodu B je po částech hladká křivka K, která je
orientovaným součtem křivek K1 . . .Kr,

K = K1 u . . .uKr,

kde každá část Ki má hladkou parametrizaci,

Ki = Φi(Ii), Φi : Ii → R2, Ii = 〈ai, bi〉.

A = A1 = Φ1(a1),

Φi(bi) = Bi = Ai+1 = Φi+1(ai+1), i = 1 . . . r − 1

Φr(br) = Br = B.

Necht’ S je jednoduše souvislá oblast v R2, na které je definováno Filippovovo vektorové
pole F. Vlož́ıme po částech hladkou křivku K = K1u. . .uKr do S. Jestliže hranice Σ12

protne křivku K, pr̊useč́ık od sebe odděĺı nově vzniklé části křivky K. Pokud nějaký
úsek křivky K lež́ı celý na hranici Σ12, stane se také nově vzniklou část́ı křivky K.
Vznikne tedy nové rozděleńı křivky K,

K = K̃1 u . . .u K̃s, r ≤ s.

Na každé nové části K̃i, i = 1 . . . s je křivka hladká a vektorové pole F spojité. Výjimkou
mohou být krajńı body Ai, Bi.

Definice 2 Křivkovým integrálem Filippovova vektorového pole F podél po částech
hladké křivky K z bodu A do bodu B nazýváme součet integrál̊u∫

K
F · dΦ =

s∑
i=1

∫
K̃i

F · dΦi,

kde Φi je hladká parametrizace části K̃i křivky K.
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Definice 3 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Filippovovo vektorové
pole F : S → R2 je potenciálńı, právě když existuje skalárńı funkce U : S → R,
nazývaná potenciál, taková, že

[
∂U

∂x
(x, y),

∂U

∂y
(x, y)

]
= F1(x, y), ∀[x, y] ∈ S1, (1)[

∂U

∂x
(x, y),

∂U

∂y
(x, y)

]
= F2(x, y), ∀[x, y] ∈ S2, (2)

U(x, y) je spojitá ∀[x, y] ∈ Σ12. (3)

Věta 1 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Filippovovo vektorové pole
F : S → R2 je potenciálńı, právě když

a) F1 je potenciálńı na S1 a jeho potenciál U1 lze spojitě rozš́ıřit na S1,
b) F2 je potenciálńı na S2 a jeho potenciál U2 lze spojitě rozš́ıřit na S2 ,
c) ve všech bodech [x, y] ∈ Σ12 je kolmý pr̊umět F1(x, y) do tečného směru k Σ12

totožný s kolmým pr̊umětem F2(x, y) do téhož směru.

Lemma 1 Dva vektory V1(x), V2(x) v daném bodě x hladké křivky J maj́ı totožné
kolmé pr̊uměty V1t(x) = V2t(x) do tečného směru k J , právě když plat́ı V1(x)·Jt(x) =
V2(x) · Jt(x), kde Jt(x) je nenulový tečný vektor k J v bodě x.

Důkaz Lemmatu 1

V1t = V2t ⇔
V1 · Jt
Jt · Jt

Jt =
V2 · Jt
Jt · Jt

Jt ⇔ V1 · Jt = V2 · Jt
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Důkaz Věty 1
i)
U1 a U2 spojitě rozš́ı̌ŕıme na S1 a S2. Uvažujeme 4Σ12 jako souvislou komponentu
množiny Σ12, 4S1 jako souvislou komponentu množiny S1, 4S2 jako souvislou kom-
ponentu množiny S2. Zvoĺıme bod [x0, y0] ∈ 4Σ12. Nastav́ıme integračńı konstanty U1

a U2 na 4S1 a 4S2 přiléhaj́ıćıch k 4Σ12 tak, že U1(x0, y0) = U2(x0, y0). Integrujeme
U1 a U2 podél křivky 4Σ12 z bodu [x0, y0] ∈ 4Σ12 do libovolného bodu [x, y] ∈ 4Σ12.

U1(x, y) = U1(x0, y0) +

∫
F1 · dr,

U2(x, y) = U2(x0, y0) +

∫
F2 · dr, dr = [dx, dy].

Ve všech bodech Σ12 plat́ı F1t = F2t. Podle Lemmatu 1 plat́ı F1 ·Σt = F2 ·Σt, kde Σt

je nenulový tečný vektor k Σ12. Plat́ı také F1 · dr = F2 · dr. Oba integrály jsou stejné
a U1(x, y) = U2(x, y) pro všechna [x, y] ∈ 4Σ12. Stejným zp̊usobem připojujeme daľśı
souvislé komponenty 4S1 a 4S2. U lze spojitě definovat

U =


U1 na S1,

U1 = U2 na Σ12,

U2 na S2.

ii)
Existuje bod [x0, y0] ∈ 4Σ12 takový, že F1t(x0, y0) 6= F2t(x0, y0). F1 a F2 jsou spojitá
na S1 a S2, na S1 a S2, na Σ12. Existuje okoĺı Oε(x0, y0)∩4Σ12 na kterém F1t 6= F2t a
F1 ·Σt 6= F2 ·Σt. Nastav́ıme integračńı konstanty U1 a U2 na 4S1 a 4S2 přiléhaj́ıćıch
k 4Σ12 tak, že U1(x0, y0) = U2(x0, y0). Integrujeme U1 a U2 podél křivky 4Σ12 z bodu
[x0, y0] ∈ 4Σ12 do bodu [x, y] ∈ Oε(x0, y0) ∩4Σ12\{[x0, y0]}.

U1(x, y) = U1(x0, y0) +

∫
F1 · dr,

U2(x, y) = U2(x0, y0) +

∫
F2 · dr, dr = [dx, dy].

Na okoĺı Oε(x0, y0)∩4Σ12 je F1 ·dr < F2 ·dr nebo F1 ·dr > F2 ·dr. U1(x, y) 6= U2(x, y)
na Oε(x0, y0) ∩4Σ12\{[x0, y0]}. U nelze spojitě definovat na S1 ∪ Σ12 ∪ S2.
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Věta 2 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Filippovovo vektorové pole
F : S → R2 je potenciálńı, právě když křivkový integrál tohoto vektorového pole nezáviśı
na cestě.

Definice 4 Necht’ množina M je oblast v R2. Necht’ je dáno spojité vektorové pole
V : M → R2. Spojité vektorové pole V : M → R2 je potenciálńı s potenciálem
U : M → R, právě když spojité vektorové pole V : M → R2 je potenciálńı s potenciálem
U : M → R a V lze spojitě rozš́ıřit na M a U lze spojitě rozš́ıřit na M .

Lemma 2 Necht’ množina M je uzavřená oblast v R2. Spojité vektorové pole V : M →
R2 je potenciálńı, právě když křivkový integrál tohoto vektorového pole nezáviśı na cestě.

Důkaz Lemmatu 2
Jestliže V : M → R2 je potenciálńı, potom V : M → R2 je potenciálńı. Zvoĺıme libo-
volnou uzavřenou křivku L ⊂M . Vezmeme posloupnost uzavřených křivek {L1,L2,L3 . . .},
která konverguje k L a všechny Li lež́ı v M . Křivkový integrál podél Li je nulový.
Vektorové pole V : M → R2 je spojité, tedy limita posloupnosti křivkových integrál̊u
podél Li se rovná křivkovému integrálu podél L. Křivkový integrál podél L je nulový.
Křivkový integrál vektorového pole V : M → R2 nezáviśı na cestě.
Jestliže V : M → R2 neńı potenciálńı, potom
1) V : M → R2 neńı potenciálńı. Křivkový integrál vektorového pole V : M → R2

záviśı na cestě.
2) V : M → R2 nelze spojitě rozš́ı̌rit na M . Vektorové pole V : M → R2 neexistuje.
3) U : M → R nelze spojitě rozš́ı̌rit na M . Zvoĺıme bod A ve vnitřku množiny
M . Zvoĺıme bod B na hranici množiny M takový, že do něj nelze spojitě rozš́ı̌rit
U : M → R. Zvoĺıme dvě r̊uzné orientované křivky K̃ ∈M a K̂ ∈M zač́ınaj́ıćı v bodě
A a konč́ıćı v bodě B takové, že

lim
x∈K̃,x→B

U(x) = Ũ(B) 6= Û(B) = lim
x∈K̂,x→B

U(x)

Křivkové integrály podél K̃ a K̂ jsou

Ũ(B) = U(A) +

∫
K̃

V · dr,

Û(B) = U(A) +

∫
K̂

V · dr.

Ũ(B) 6= Û(B) a proto jsou křivkové integrály r̊uzné. Křivkový integrál vektorového
pole V : M → R2 záviśı na cestě.
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Lemma 3 Necht’ P je souvislá podmnožina R2. Necht’ je dáno vektorové pole P : P →
R2. Necht’ J je hladká křivka, J ⊂ P . Necht’ vektorové pole Q : P → R2 je

Q =

{
P na P\J ,
Pt na J ,

kde Pt je vektor, který má totožný kolmý pr̊umět do tečného směru k J jako vektor
P. Potom křivkový integrál z libovolného počátečńıho bodu A do libovolného koncového
bodu B po libovolné integračńı cestě K je stejný v obou vektorových poĺıch P a Q.

Důkaz Lemmatu 3
Pr̊unik J ∩ K je tvořen izolovanými body x ∈ J a úseky u ⊂ J . Odlǐsné hodnoty
vektorových poĺı P a Q v izolovaném bodě x nemaj́ı vliv na hodnotu křivkového
integrálu. Na úseku u jsou části křivkových integrál̊u∫

u

P · dr,∫
u

Q · dr.

Na hladké křivce J plat́ı Pt = Qt, P ·Jt = Q ·Jt, P ·dr = Q ·dr. Obě části krivkových
integrál̊u jsou stejné. Nezálež́ı na tom, zda se integruje vektorové pole P nebo Q.
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Lemma 4 Necht’ C je souvislá podmnožina R2. Necht’ křivkový integrál vektorového
pole C : C → R2 nezáviśı na cestě. Necht’ D je souvislá podmnožina R2. Necht’
křivkový integrál vektorového pole D : D → R2 nezáviśı na cestě. Jestlǐze pr̊unik C∩D
je neprázdná souvislá množina a C = D na C∩D, potom křivkový integrál vektorového
pole E : E → R2 nezáviśı na cestě.

E =


C na C\D,
C = D na C ∩D,
D na D\C,

E = C ∪D.

Důkaz Lemmatu 4
Zvoĺıme libovolnou uzavřenou křivku L ⊂ E.
1) L lež́ı celá v C, křivkový integrál podél ńı je nulový.
2) L lež́ı celá v D, křivkový integrál podél ńı je nulový.
3) L zač́ıná v bodě x1 ∈ C\D, pokračuje svou orientovanou část́ı L1 do bodu x2 ∈
C ∩ D, pokračuje svou orientovanou část́ı L2 do bodu x3 ∈ D\C, pokračuje svou
orientovanou část́ı L3 do bodu x4 ∈ C ∩D a pokračuje svou orientovanou část́ı L4 do
výchoźıho bodu x1 ∈ C\D. Necht’ z bodu x2 vycháźı orientovaná křivka P1, která lež́ı
celá v C ∩D a konč́ı v bodě x4. Uzavřená křivka tvořená orientovanými křivkami L1,
P1, L4 lež́ı celá v C a proto∫

L1
E · dr +

∫
P1

E · dr +

∫
L4

E · dr = 0

Uzavřená křivka tvořená orientovanými křivkami L2, L3, P1 lež́ı celá v D a proto∫
L2

E · dr +

∫
L3

E · dr−
∫
P1

E · dr = 0

Sečteńım rovnic dostáváme∫
L1

E · dr +

∫
L2

E · dr +

∫
L3

E · dr +

∫
L4

E · dr = 0

Křivkový integrál podél uzavřené křivky L je nulový.
4) L má složitěǰśı pr̊uběh. Vhodným zavedeńım orientovaných křivek Li a Pi lze tento
př́ıpad převést na předchoźı př́ıpady.
Křivkový integrál vektorového pole E nezáviśı na cestě.
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Lemma 5 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Necht’ F : S → R2 je
Filippovovo vektorové pole. Necht’ v bodě x ∈ Σ12 jsou F1t(x), F2t(x), Gs

12t(x), Gc
12t(x)

kolmé pr̊uměty vektor̊u F1(x), F2(x), Gs
12(x), Gc

12(x) do tečného směru k Σ12. Jestlǐze
v daném bodě x ∈ Σ12 plat́ı F1t(x) = F2t(x), potom plat́ı F1t(x) = F2t(x) = Gs

12t(x) =
Gc

12t(x).

Důkaz Lemmatu 5
Necht’ F1t = F2t, potom podle Lemmatu 1 plat́ı F1 ·Σt = F2 ·Σt, kde Σt je nenulový
tečný vektor k Σ12. Pak protože Gs

12 = λF1 + (1− λ)F2, je

Gs
12 ·Σt = λF1 ·Σt + (1− λ)F2 ·Σt

Gs
12 ·Σt = λF1 ·Σt + (1− λ)F1 ·Σt

Gs
12t = F1t

Obdobně protože Gc
12 = 1

2
(F1 + F2), je

Gc
12 ·Σt = 1

2
F1 ·Σt + 1

2
F2 ·Σt

Gc
12 ·Σt = 1

2
F1 ·Σt + 1

2
F1 ·Σt

Gc
12t = F1t
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Důkaz Věty 2
i)
Necht’ Filippovovo vektorové pole F : S → R2 je potenciálńı.
F1 : S1 → R2 lze spojitě rozš́ı̌rit na S1. Podle Věty 1 lze U1 : S1 → R spojitě rozš́ı̌rit
na S1. Podle Definice 4 je F1 : S1 → R2 potenciálńı s potenciálem U1 : S1 → R. Podle
Lemmatu 2 křivkový integrál F1 : S1 → R2 nezáviśı na cestě.
F2 : S2 → R2 lze spojitě rozš́ı̌rit na S2. Podle Věty 1 lze U2 : S2 → R spojitě rozš́ı̌rit
na S2. Podle Definice 4 je F2 : S2 → R2 potenciálńı s potenciálem U2 : S2 → R. Podle
Lemmatu 2 křivkový integrál F2 : S2 → R2 nezáviśı na cestě.
Uvažujeme 4Σ12 jako souvislou komponentu množiny Σ12, 4S1 jako souvislou kom-
ponentu množiny S1, 4S1 jako souvislou komponentu množiny S1, 4S2 jako souvislou
komponentu množiny S2, 4S2 jako souvislou komponentu množiny S2.
Necht’ vektorové pole 4F̃1 : 4S1 → R2 je

4F̃1 =

{
F1 na 4S1,

F1t na 4Σ12,

kde4S1 a4Σ12 k sobě přiléhaj́ı. Podle Lemmatu 3 křivkový integrál4F̃1 : 4S1 → R2

nezáviśı na cestě. Necht’ vektorové pole 4F̃2 : 4S2 → R2 je

4F̃2 =

{
F2 na 4S2,

F2t na 4Σ12,

kde4S2 a4Σ12 k sobě přiléhaj́ı. Podle Lemmatu 3 křivkový integrál4F̃2 : 4S2 → R2

nezáviśı na cestě. Necht’ vektorové pole 4F̃ : 4S1 ∪4Σ12 ∪4S2 → R2 je

4F̃ =


F1 na 4S1,

F1t = F2t na 4Σ12,

F2 na 4S2,

kde 4S1, 4Σ12, 4S2 k sobě přiléhaj́ı. Podle Lemmatu 4 křivkový integrál 4F̃ :
4S1 ∪ 4Σ12 ∪ 4S2 → R2 nezáviśı na cestě. Stejným zp̊usobem připojujeme daľśı
souvislé komponenty 4S1 a 4S2. Dostaneme vektorové pole F̃ : S → R2

F̃ =


F1 na S1,

F1t = F2t na Σ12,

F2 na S2.

Křivkový integrál F̃ : S → R2 nezáviśı na cestě.
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Podle Lemmatu 5 dostaneme vektorové pole F̂ : S → R2

F̂ =


F1 na S1,

F2 na S2,

Gs
12t na Σs

12,

Gc
12t na Σc

12.

Křivkový integrál F̂ : S → R2 nezáviśı na cestě. Podle Lemmatu 3 dostaneme Filip-
povovo vektorové pole F : S → R2

F =


F1 na S1,

F2 na S2,

Gs
12 na Σs

12,

Gc
12 na Σc

12.

Křivkový integrál F : S → R2 nezáviśı na cestě.

ii)
Necht’ Filippovovo vektorové pole F : S → R2 neńı potenciálńı. Potom
1) F1 neńı potenciálńı na S1. Křivkový integrál F : S → R2 záviśı na cestě.
2) U1 nelze spojitě rozš́ı̌rit na S1. Křivkový integrál F : S → R2 záviśı na cestě.
3) F2 neńı potenciálńı na S2. Křivkový integrál F : S → R2 záviśı na cestě.
4) U2 nelze spojitě rozš́ı̌rit na S2. Křivkový integrál F : S → R2 záviśı na cestě.
5) Existuje bod [x0, y0] ∈ 4Σ12 takový, že U1(x0, y0) = U2(x0, y0) a na jeho okoĺı
Oε(x0, y0) ∩ 4Σ12\{[x0, y0]} plat́ı U1(x, y) 6= U2(x, y). Polož́ıme bod A = [x0, y0] ∈
4Σ12. Zvoĺıme bod B = [x, y] ∈ Oε(x0, y0) ∩ 4Σ12\{[x0, y0]}. Zvoĺıme dvě r̊uzné

orientované křivky K̃ ∈ 4S1 a K̂ ∈ 4S2 zač́ınaj́ıćı v bodě A a konč́ıćı v bodě B.
Křivkové integrály podél K̃ a K̂ jsou

U1(B) = U1(A) +

∫
K̃

F · dr,

U2(B) = U2(A) +

∫
K̂

F · dr.

U1(A) = U2(A), U1(B) 6= U2(B) a proto jsou křivkové integrály r̊uzné. Křivkový
integrál F : S → R2 záviśı na cestě.
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Věta 3 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Necht’ Filippovovo vek-
torové pole F : S → R2 je potenciálńı s potenciálem U : S → R. Potom spádnice grafu
funkce U a neorientované trajektorie dynamického systému

dx

dt
= F(x), x ∈ S,

jsou shodné.

Poznámka:
Spádová křivka topografické plochy je čára spojuj́ıćı body plochy ve směru jej́ıho
největš́ıho spádu. Spádnice je kolmý pr̊umět spádové křivky do vodorovné roviny.

Důkaz Věty 3
Pro trajektorii v S1 je jej́ı tečný vektor vždy rovnoběžný s gradientem potenciálu.
Pro trajektorii v S2 je jej́ı tečný vektor vždy rovnoběžný s gradientem potenciálu.
Na Σc

12 trajektorie protne Σ12 v jednom izolovaném bodě. Na Σc
12 má topografická

plocha hřbetńı křivku. Spádová křivka přejde přes hřbetńı křivku v jednom izolovaném
bodě. Spádnice protne Σ12 v jednom izolovaném bodě.
Na Σs

12 se trajektorie pohybuje po Σ12 a je stabilńı respektive nestabilńı. Na Σs
12 má

topografická plocha hřebenovou respektive údolńı hřbetńı křivku. Spádová křivka se
pohybuje po hřbetńı křivce a je stabilńı respektive nestabilńı. Spádnice se pohybuje
po Σ12 a je stabilńı respektive nestabilńı.
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Definice 5 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Filippovovo vektorové
pole F : S → R2 je Hamiltonovo, právě když existuje skalárńı funkce H : S → R,
nazývaná Hamiltonián, taková, že

[
∂H

∂y
(x, y),−∂H

∂x
(x, y)

]
= F1(x, y), ∀[x, y] ∈ S1, (4)[

∂H

∂y
(x, y),−∂H

∂x
(x, y)

]
= F2(x, y), ∀[x, y] ∈ S2, (5)

H(x, y) je spojitá ∀[x, y] ∈ Σ12. (6)

Věta 4 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Filippovovo vektorové pole
F : S → R2 je Hamiltonovo, právě když

a) F1 je Hamiltonovo na S1 a jeho Hamiltonián H1 lze spojitě rozš́ıřit na S1,
b) F2 je Hamiltonovo na S2 a jeho Hamiltonián H2 lze spojitě rozš́ıřit na S2,
c) ve všech bodech [x, y] ∈ Σ12 je kolmý pr̊umět F1(x, y) do normálového směru k

Σ12 totožný s kolmým pr̊umětem F2(x, y) do téhož směru.

Důkaz Věty 4
Uvažujeme dvě Filippovova vektorová pole L : S → R2, L = [La, Lb] a R : S →
R2, R = [Ra, Rb] taková, že Lb = Ra, La = −Rb. Podle Definice 3 a Definice 5
plat́ı ekvivalence: L je potenciálńı s potenciálem UL, právě když R je Hamiltonovo s
Hamiltoniánem HR, přičemž UL = HR +K, kde K je konstanta, K ∈ R.
Pro R ve Větě 4 plat́ı tvrzeńı a), právě když pro L ve Větě 1 plat́ı tvrzeńı a).
Pro R ve Větě 4 plat́ı tvrzeńı b), právě když pro L ve Větě 1 plat́ı tvrzeńı b).
Pro R ve Větě 4 plat́ı tvrzeńı c), právě když pro L ve Větě 1 plat́ı tvrzeńı c).
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Věta 5 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Necht’ Filippovovo vek-
torové pole F : S → R2 je Hamiltonovo s Hamiltoniánem H : S → R. Potom vrstevnice
grafu funkce H a neorientované trajektorie dynamického systému

dx

dt
= F(x), x ∈ S,

jsou shodné.

Poznámka:
Vrstevná křivka topografické plochy je čára spojuj́ıćı body této plochy, které maj́ı
stejnou nadmořskou výšku. Vrstevnice je kolmý pr̊umět vrstevné křivky do vodorovné
roviny.

Důkaz Věty 5
Pro trajektorii v S1 je jej́ı tečný vektor vždy kolmý ke gradientu Hamiltoniánu.
Pro trajektorii v S2 je jej́ı tečný vektor vždy kolmý ke gradientu Hamiltoniánu.
Na Σc

12 trajektorie protne Σ12 v jednom izolovaném bodě. Na Σc
12 má topografická

plocha hřbetńı křivku. Vrstevná křivka přejde přes hřbetńı křivku v jednom izolovaném
bodě. Vrstevnice protne Σ12 v jednom izolovaném bodě.
Je-li Filippovovo vektorové pole Hamiltonovo a objev́ı-li se v tomto vektorovém poli
Σs

12, potom na Σs
12 selhává Filippovova konvexńı metoda, λ = 0

0
.
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Definice 6 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Řekneme, že Filippovo
vektorové pole F : S → R2 má na okoĺı Oν(x0) bodu x0 ∈ Σ12 Ljapunovovu funkci
L : Oν(x0)→ R, právě když existuje skalárńı funkce L : Oν(x0)→ R taková, že

L je spojitá na Oν(x0), (7)

L je diferencovatelná na Oν(x0)\Σ12, (8)

L(x0) < L(x), ∀x ∈ Oν(x0)\{x0}, (9)[
∂(−L)

∂x
(x, y),

∂(−L)

∂y
(x, y)

]∗
· F(x, y) > 0, ∀x ∈ Oν(x0)\{x0}, (10)

kde ∗ znamená obecný gradient - vektor ve směru maximálńı směrové derivace, o ve-
likosti této směrové derivace.

Věta 6 Necht’ množina S je jednoduše souvislá oblast v R2. Necht’ Filippovovo vek-
torové pole F : S → R2 má na okoĺı Oν(x0) bodu x0 ∈ S Ljapunovovu funkci L :
Oν(x0) → R. Potom bod x0 je asymptoticky stabilńı rovnovážný stav dynamického
systému

dx

dt
= F(x), x ∈ S.

Důkaz Věty 6
Necht’ existuje Ljapunovova funkce L : Oν(x0)→ R. Z podmı́nek Definice 6 vyplývá, že
funkčńı hodnota L klesá podél všech část́ı trajektoríı, které se nacházej́ı v Oν(x0)\{x0}.
Důkaz stejný jako d̊ukaz pro spojité vektorové pole a spojitý dynamický systém.
Konkrétńı d̊ukazy pro spojitá vektorová pole a spojité dynamické systémy lze nalézt v
Lyapunov A. M.: The general problem of stability of motion. Taylor & Francis, 1992.
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3 Aplikace Filippovových systémů

1) Chemický reaktor s přepadem, CSTR, continuous stirred - tank reactor, jehož
objem, tedy výška hladiny, je regulován pasivně přepadem umı́stěným v pevné výši
nade dnem. Modelové rovnice jsou

dV

dt
= Fin − p

√
V − Vc

dcA
dt

=
FincAin
V

− FincA
V
− kcA V > Vc,

dV

dt
= Fin

dcA
dt

=
FincAin
V

− FincA
V
− kcA V < Vc.

(11)

Parametrická studie

Pevné parametry jsou

cAin = 1 kmol m−3, Fin = 0.8 m3 h−1, k = 1 h−1, Vc = 1 m3.

Pohyblivý parametr je

p ∈ 〈1,∞) m
3
2 h−1. (12)

Rovnovážný stav ◦ je v oblasti V > Vc, hladina se ustaluje nad úrovńı přepadu. Se
zvyšuj́ıćı se hodnotou parametru p se hladina ustaluje stále ńıž a ńıž. Pro nekonečnou
hodnotu parametru p má odtok nekonečnou kapacitu a hladina se ustáĺı v úrovni
přepadu, rovnovážný stav ◦ se dostane na hranici V = Vc. Se zvyšuj́ıćı se hodnotou
p jsou strměǰśı trajektorie v oblasti V > Vc, tedy převládaj́ı objemové změny nad
změnami koncentračńımi.

16



Obrázek 1 Fázový portrét, p = 1 m
3
2 h−1.

Obrázek 2 Fázový portrét, p→∞m
3
2 h−1.
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2) Chemický reaktor s čerpadlem, CSTR, jehož objem, tedy výška hladiny, je
regulován aktivně pomoćı čerpadla a sńımače výšky hladiny. Modelové rovnice jsou

dV

dt
= Fin − Fout

dcA
dt

=
FincAin
V

− FincA
V
− kcA V > Vc,

dV

dt
= Fin

dcA
dt

=
FincAin
V

− FincA
V
− kcA V < Vc.

(13)

Parametrická studie

Pevné parametry jsou

cAin = 1 kmol m−3, Fin = 0.8 m3 h−1, k = 1 h−1, Vc = 1 m3.

Pohyblivý parametr je

Fout ∈ 〈0.82,∞) m3 h−1. (14)

Rovnovážný stav ◦ je na hranici V = Vc, hladina se ustaluje na regulované úrovni.
Se zvyšuj́ıćım se objemovým tokem čerpadlem Fout jsou strměǰśı trajektorie v oblasti
V > Vc, tedy převládaj́ı objemové změny nad změnami koncentračńımi.
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Obrázek 3 Fázový portrét, Fout = 0.82 m3 h−1.

Obrázek 4 Fázový portrét, Fout →∞m3 h−1.
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3) Chemický reaktor s čerpadlem, CSTR, jehož objem, tedy výška hladiny, je
regulován aktivně pomoćı čerpadla a sńımače výšky hladiny se sṕınaćı hystereźı. Objem
je regulován s regulačńı odchylkou δ. Čerpadlo se zaṕıná, když objem náplně reaktoru
dosáhne hodnoty V = Vc + δ. Čerpadlo se vyṕıná, když objem náplně reaktoru klesne
na hodnotu V = Vc − δ.

Obrázek 5 Fázový portrét systému (13) pro hodnotu δ = 0.1 m3.

Nejedná se o Filippov̊uv systém v pravém slova smyslu. V hysterezńım pásu jsou
definována dvě r̊uzná vektorová pole. Podle posledńıho pr̊uchodu trajektorie horńı či
dolńı hranićı je určeno, kterým vektorovým polem se trajektorie ř́ıd́ı. Stav systému
dospěje k limitńımu cyklu uvnitř hysterezńıho pásu.
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Parametrická studie

Pevné parametry jsou

cAin = 1 kmol m−3, Fin = 0.8 m3 h−1, Fout = 1.5 m3 h−1, k = 1 h−1, Vc = 1 m3.

S klesaj́ıćı regulačńı odchylkou δ se hysterezńı pás zužuje, počet zapnut́ı a vypnut́ı
čerpadla za časovou jednotku stoupá a velikost limitńıho cyklu se zmenšuje. V limitě
δ → 0 m3 přejde limitńı cyklus v rovnovážný stav.

Obrázek 6 Fázový portrét, δ = 0.1 m3.

Obrázek 7 Fázový portrét, δ = 0.02 m3.

4) Modifikovaný Bazykin̊uv ekologický model má rovnice

dx1
dt

= x1 − x21 −
ax1x2
b+ x1

dx2
dt

=
ax1x2
b+ x1

− dx2 − Ex2 x2 > α,

dx1
dt

= x1 − x21 −
ax1x2
b+ x1

dx2
dt

=
ax1x2
b+ x1

− dx2 x2 < α,

(15)

s proměnnými x1 ∈ 〈0,∞), x2 ∈ 〈0,∞) a parametry a > 0, b > 0, d > 0, E > 0, α > 0.
Kuznetsov Y. A., Rinaldi S., Gragnani A.: One-parameter bifurcations in planar Fil-
ippov systems. Int. j. bifurcation and chaos, 2157-2188, 2003.
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Jednoparametrická studie

Pevné parametry jsou

a = 0.3556, b = 0.33, d = 0.0444, E = 0.2067.

Pohyblivý parametr je
α ∈ 〈0, 1.4〉. (16)

Body P jsou generické rovnovážné stavy na hranici, generic pseudoequilibria. Body T
jsou tečné body, tangent points. Diagram řešeńı, který zachycuje závislost souřadnice
x1 bod̊u P a T na hodnotě parametru α.

Obrázek 8 Jednoparametrická studie - diagram řešeńı.

22



Dvouparametrická studie

Pevné parametry jsou

a = 0.3556, d = 0.0444, E = 0.2067. (17)

Pohyblivé parametry jsou
α ∈ 〈0, 3〉, β = 〈0, 1〉 (18)

Body X jsou singulárńı rovnovážné stavy na hranici, singular pseudoequilibria.
Bifurkačńı diagram, který ukazuje, při jakých hodnotách parametr̊u α, b, se objev́ı
body X.

Obrázek 9 Dvouparametrická studie - bifurkačńı diagram.
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4 Závěr

Ukázali jsme, že pojmy potenciál, Hamiltonián a Ljapunovova funkce lze definovat,
ačkoliv vektorové pole je spojité po částech a v některých bodech neńı diferencovatelné.

Hlavńım př́ınosem autora práce jsou formulace a d̊ukazy vět:

• Věty 1, 2, 3 o existenci a vlastnostech potenciálu planárńıho Filip-
povova systému.

• Věty 4, 5, které se zabývaj́ı Hamiltoniánem planárńıho Filippovova
systému.

• Věta 6, která uvád́ı postačuj́ıćı podmı́nky pro asymptotickou stabilitu
rovnovážného stavu planárńıho Filippovova systému.

Potenciálńı a Hamiltonova vektorová pole tvoř́ı podmnožinu množiny všech vektorových
poĺı. Avšak mnoho fyzikálńıch vektorových poĺı jsou pole potenciálńı či Hamiltonova.
Znalost potenciálu usnadňuje výpočet křivkových integrál̊u, tedy práce sil, vektorových
poĺı. Znalost Hamiltoniánu zpřesňuje výpočet trajektoríı dynamických systémů, meto-
dami typu prediktor-korektor.

Zvolili jsme př́ıklady z chemického inženýrstv́ı a biologie, na které aplikujeme
teorii Filippovových systémů. Konkrétně modelujeme chemický reaktor s přepadem.
Chováńı odpov́ıdaj́ıćıho dynamického systému je složitěǰśı, připoj́ıme-li k reaktoru
čerpadlo. Model zaṕınáńı a vyṕınáńı čerpadla vede ke sṕınaćı hysterezi. Ukázali jsme,
že výsledný dynamický systém neńı Filippov̊uv systém v pravém slova smyslu.

Posledńı uvedenou aplikaćı je Bazykin̊uv ekologický model. Uvád́ıme jednopara-
metrickou a dvouparametrickou studii jeho chováńı.

Nespojité dynamické systémy poskytuj́ı mnoho otevřených problémů. Z hlediska
aplikaćı můžeme tuto teorii využ́ıt např́ıklad pro modelováńı syntézy protein̊u v př́ıpadě
deficitu některé aminokyseliny.
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