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Kapitola 8: Implicitné zadaneé funkce
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Chcete-li ukoncit prohlizeni stisknéte klavesu Esc.
Chcete-li pokracovat stisknéte klavesu Enter.
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Implicitné zadané funkce

® Implicitni funkce jedné redlné promeénné

¢ Implicitni funkce vice redlnych proménnych

Q@ ® Zpét
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Implicitni funkce jedné realné proménné

Priklad 8.1.1 Ovéite, ze v okoli bodu A = [—1, 1] je rovnici
F(xz,y) =2 —y —e¥Y "' + 1 = 0 implicitné definovana funkce y = f(z). Zjistéte, zda
v okoli bodu zg = —1 je funkce f(x) rostouci, klesajici, konvexni ¢i konk&vni.

Piiklad 8.1.2 Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lezi v okoli bodu [1, 0]
pod te¢nou nebo nad tecnou.

Ptiklad 8.1.3 Najdéte rovnici teény a normély v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ — 2y =0.

Piiklad 8.1.4 Uvazujte kiivku o rovnici 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu

A = [1,0] a vypoctéte thel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protind piimka
orovnici p:xz—y—1=0.

Piiklad 8.1.5 Ovéfte, ze rovnice F(z,y) = y — ¢ — siny = 0 definuje v okoli bodu
P =[Z — 1, Z] jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(%Z — 1) = Z a kterd m4

2
vintervalu I = (5§ —1—¢, 5 —1+¢€), € > 0, spojitou prvni a druhou derivaci.
Najdéte Tayloruv polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5§ — 1 a pomoci tohoto

polynomu uréete pfibliznou hodnotu f(Z — 0,98).

Zpét
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

B = 2?2 LH & - Zpét
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Vysledek:

Funkce y = f(x) je definovdna implicitné na okoli bodu A danou rovnici a je v tomto
bodé klesajici a konvexni.

Zpét
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Navod:
Ovérime podminky véty o existenci implicitni funkce:
1) F(=-1,1)=0,

OF
2) 5;(—1J)7é0.

a vypocteme prvni derivaci podle véty o derivaci implicitni funkce:

OF
, G_(xaf(w))
f(zr:):—(,?;;7 pro z € (=1 —-6,—-1+56) .

E@%wafﬁﬁ)

Druhou derivaci spocteme napt. derivaci predchazejiciho vztahu.

Zpét
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Reseni:
V bodé A = [—1, 1] plati
F(-1,1)=(-1)’—-1—¢"'4+1=1-1-14+1=0,
dale o .
—(x,y):—l—ey_l, —(-1,1)=-1—-1=-2+#0.
dy oy

Jsou tedy splnény predpoklady pro to, aby rovnici F'(x,y) = 0 v okoli bodu A byla
definovdna jednoznaéné funkce y = f(z). Vypocteme y'(z), y'' (x):

aF( )
o\l 2x 2% —2
/ - ox - _ I(__ - _
y' (z) = —8F( )— el — 11’ y'(-1) = - = -1
9y x,y
oo 2(1+e¥Th) —2z(eV Ty (2)) /) _0—-2-(-1) 1
(14 ev—1) (—2) 2
Zpét
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Maple:
> with(plots):
> Fi=(x,y)—>x"2-y-exp(y-1)+1;
Fi=(z,y) —» a2 —y—e¥ Y41
Nejprve ovérime podminky existence funkce y = f(x) na okoli bodu [-1,1]:
> F (_l/ 1) ’

0
> diff(F(x,¥),Y);
1 — ev=1)
>  subs(x=-1,y=1,%);
—1—¢Y
>  simplify (%) ;
—2
Nyni muZeme poc&itat derivace f'(z) a f"'(x):
> dimplicitdiff(F(x,vy),vy,X);
2T
14 e(y—1)

Dalsi
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Maple:
>  subs(x=-1,y=1,implicitdiff(F(x,y),y,X));
2
1 + €0
> simplify (%) ;
—1

Funkce je ve sledovaném bodé klesajici.
> implicitdiff(F(x,y),y,XS2);

2(—1— 2ely—1) _ (e(y—l))2 + 222 e(y—l))
1+ 3ely—1) + 3 (e(y_l))2 + (e(y_l))3
>  subs (x=-1,y=1,implicitdiff (F(x,V),Vy,XS2));
2(=1—(e")?)
1+3e%4+3(e%)2 4 (e9)3

> simplify (%) ;

1
2
Funkce je ve sledovaném bodé konvexni.

Dalsi
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Maple:

O prubéhu funkce y = f(x) v okoli bodu [-1, 1] se muzeme v Maplu piesvédcit
vykreslenim funkce dané implicitné pomoci prikazu implicitplot:

> dmplicitplot (F(x,y),x=—2..2,y=-2..2);

24

1.8
1.6+
1.4+

2 1 0 % 2

Zpét
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Mathematica:

Flx,y]=2"2—y— Exply — 1] +1

1 — e 1Y 4 22 —y

Nejprve ovéfime podminky existence funkce y = y(x) na okoli bodu [-1,1]: F[—1,1]
0

D[F[z,y],y]/{z = -1,y = 1}

—2

Nyni mtiZeme pocitat derivace y'(z) a vy’ (x):
rl = D[F|z, y[z]] == 0, z]

2z — y'[z] — e” 1 T¥lyY 2] == 0

derl = Solve|rl, y'[z]]

Wk = s )}

(derl/.{zx — —1})/.{y[-1] — 1}

' [=1] = —1};

Funkce je ve sledovaném bodé klesajici.

Dalsi
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Mathematica:
r2 = D[F[z,y[z]] == 0, {z,2}]/.derl
eltylz] .2 /7 — x] . 1
{2 B ?e+eZ[m])2 — ¢/’ [z] — e TVl Y [z] == }

der2 = Solve[r2, y” [z]]

26<62+629[$] +261+y[$] _9elty[z] m2)
({- S H

(der2/.{z — —1})/.{y[-1] — 1}
{{»"[-1]— 3}}

Funkce je ve sledovaném bodé konvexni. O prubéhu funkce y = f(x) v okoli bodu [-1, 1]

se muzeme v programu Mathematica presvédcit vykreslenim funkce dané implicitné
pomoci prikazu ImplicitPlot:

Dalsi
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Priklad 8.1.1

Ovéite, ze v okolf bodu A = [—1,1] je rovnici F(z,y) = 2> —y —e¥ "' + 1 = 0 implicitné
definovédna funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu z¢9 = —1 je funkce f(zx) rostouci,
klesajici, konvexni ¢i konkavni.

Mathematica:

<< GraphicsImplicitPlot
ImplicitPlot[z"2 — y — Exp[y — 1] + 1 == 0, {z, —2, 2}, {v, 0, 2}];
2

1.5

1

Zpét
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo
nad tec¢nou.

@@:96@&# Zpét
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo
nad tec¢nou.

Vysledek:

V okoli bodu [1, 0] lezi tato kfivka pod te¢nou (funkce y = f(x) je na okoli tohoto bodu
konkavni).

Zpét
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo
nad tec¢nou.

Navod:

Ovérime, ze v okoli bodu [1, 0] lze kiivku povazovat za ¢ast grafu funkce y = f(x) a
dokézeme, ze funkce je v okoli tohoto bodu konvexni (graf nad te¢nou) nebo konkdvni
(graf pod te¢nou). Viz navod v predchozim piikladé.

Zpét
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo
nad tec¢nou.

Reseni:
Ozna¢me F(x,y) =2x —x? —e¥ —2y =0 a ovéime podminky existence funkce

y = f(x) v okoli bodu [1, 0] definované rovnici F(x,y) = O:

F(1,0)0=2—-1—-¢e"-0=0

OF OF
—(z,y) = —e¥ — 2 —(1,0) = =3 #0.
oy oy

Cést kiivky v okoli daného bodu lze proto povazovat za graf funkce y = f(z). O tom, zda
tento graf lezi pod nebo nad te¢nou, lze rozhodnout na zdkladé znalosti konvexnosti /
konkdvnosti funkce. Poéitejme tedy f''(1):

kax Y)

) 2 —2

fl@)=-22 —=--——— F/(1) =0
)

—2(e¥ +2) — (2 — 2x)e? - y'(x)
(v +2)2

£ () = f1) ==

Wl

Dalsi
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo
nad tec¢nou.

Reseni:

Zjistili jsme, ze funkce f(x) ma v bodé xg = 1 lokdlni maximum (je na jeho okoli
konkédvni), studovand kfivka tedy lezi v okoli bodu [1,0] pod te¢nou.

Zpét
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo

nad te¢nou.

Maple:
> with(plots):
> Fi=(x,y) >2*xx-x"2-exp(y) —2+*y;

F:=(z,y) = 2z — z°

> F(1,0);
0
> diff(F(x,y),Y);
—e¥ — 2
>  subs(x=1,y=0,%);
—e? —2
> simplify (%) ;
—3

Nyni potiebujeme znat derivace f'(1) a f"/(1):
> implicitdiff(F(x,Vv),v,X);
2(—1+x)
eY + 2
>  subs(x=1,y=0, implicitdiff (F(x,Vy),V,X));

0

Dalsi

eV — 2y
Nejprve ovéfime podminky existence funkce y = f(x) na okoli bodu [1,0]:
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo
nad tec¢nou.

Maple:
>  dmplicitdiff (F(x,y),vy,xS$2);
2((e¥)2 +6e¥ +4+2e¥2® —4eY )
(e¥)3 +6(e¥)2 4+ 12eY + 8
>  subs (x=1,y=0,implicitdiff(F(x,Vy),vy,xS2));
2 ((e9)? +4e° 4 4)
(e9)3 +6(e%)2 + 12€° + 8

> simplify (%) ;
—2
3

Funkce je v okoli daného bodu konkavni, jeji graf tedy lezi pod tecnou. Presvédcit se
muzeme pomoci obrazku (nakreslime te¢nu a ktivku):

> t:=plot(0,x=-2..2,thickness=3):
>  k:=implicitplot (F(x,Vy),x=-2..2,y=-2..2,9rid=[50,50],thickness=3) :

Dalsi
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo

nad te¢nou.

Maple:
> display ({t,k});

Zpét

-2

-1

X
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo
nad tec¢nou.

Mathematica:
Flx.,y-] = 2z — 22 — Exply] — 2y
—e¥ + 2z — % — 2y
Nejprve ovéfime podminky existence funkce y = y(x) na okoli bodu [1,0]:
F[1,0]
0
D[F[z,y],y]/{z — 1,y — 0}
-3
Nyni potiebujeme znat derivace 3y’ (1) a y"’(1):
rl = D[F[z, y[z]] == 0, 2]
2 — 2z — 2y [x] — ¥y [2] ==
derl = Solve[rl, y [:n]]
/ _2(—142z)
{{y =] = oteyla] }}
(derl/.{z — 1})/.{y[1] — O}

{{v'[1] = 0}}

Dalsi
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Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo
nad tec¢nou.

Mathematica:
r2 = D[F[z,y[z]] == 0, {z,2}]/.derl

ey[a:] — a; 2 X
{_2 - <2+e(y[i]+>2) — 2y"[z] — eV! ]y”[az] - }

der2 = Solve[r2, y” [z]]

) 2(4t6ev17] 12018 _4olnl g 5eyle]42)
{{y [CC] —7 <_2_ey[w])(2—|—ey[m])2
(der2/.{z — 1})/.{y[1] — 0}

{{v"[1 = —-3}}

Funkce je v okoli daného bodu konkavni, jeji graf tedy lezi pod te ¢nou. Presvédcit se
muzeme pomoci obriazku (nakreslime teé¢nu a ktivku):

<< GraphicsImplicitPlot
t = Plot|0, {z, —2, 2}, PlotStyle — {Thickness[0.008]}, DisplayFunction — Identity];

g = ImplicitPlot[F[z, y] == 0, {z, —2, 2}, {y, —2, 0}, PlotStyle — {Thickness[0.008]},
DisplayFunction — Identity];

Dalsi

.—p5/15



Priklad 8.1.2

Rozhodnéte, zda kiivka 2z — 22 — e¥ — 2y = 0 lez{ v okoli bodu [1, 0] pod teénou nebo

nad te¢nou.

Mathematica:

Show[{t, g}, DisplayFunction — $DisplayFunction];

Zpét
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ —2y=0.

'@@:9{}5*# Zpét
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —x2 —e¥ — 2y =0.

Vysledek:
t: y=20, normalan: xz=1.
Zpét
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ —2y=0.

Navod:

Nejprve ovérime, ze na okoli daného bodu kiivka odpovida jednoznacné grafu funkce
y = f(z). Rovnice te¢ny v bodé [z¢, yo] ma potom podobu

y —yo = f'(z0)(z — w0),

normalou v tomto bodé je primka k teé¢né kolma.

Zpét
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ — 2y =0.

Reseni:

Oznatme F(x,y) = 2z — 2° — ¥ — 2y a ovéfme, Ze na okolf bodu [1, 0] rovnice
F(z,y) = 0 urcuje jedinou funkci y = f(z), pro kterou plati f(1) = 0 a kterd m4 na
intervalu I = (1 —¢,1+¢), € > 0, spojitou derivaci f'(z):

F(1,00=2—-1-¢"—-0=0

OF OF
—(z,y) = —e¥ — 2 = —(1,0) = =3 #0.
Oy dy

Piedpoklady véty o implicitni funkci jsou splnény, lze tedy vypoéitat f'(1):

8F( )
5. Y A=2 )
fay=-02 — - - = f@m-o.
G_(x,y)
Yy

Rovnice te¢ny ke grafu funkce y = f(x) v bodé [zg, yo] ma podobu
t: y—yo=f (z0)(x—z0),

po dosazeni dostdvame t: y=0(x— 1)+ 0 =0.

PDalsi
=)o

T
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ —2y=0.

Reseni:
Te¢nou k zadané kiivce v bodé [1,0] je tedy osa x. Normalou je pfimka k ni kolm4

prochézejici bodem [1, 0], tedy pfimka o rovnici x = 1. Pozor! V tomto piipadé se jedna
o primku, ktera nema definovanou smérnici, takze nelze pouzit pro normalu rovnici

1
f’(zo)

Y —Yo = — (113'—11’)0)

Zpét
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ — 2y =0.

Maple:
> with(plots) :
> Fi=(x,y) >2xx-x"2-exp(y) —2*y;

F;:(a;,y)—>2:1:—:1:2—€y—2y
> F(1,0);
0

> diff(F(x,y),Y);

—e¥ —2
> subs(x=1,y=0,%);

—e — 2
>  simplify (%) ;

-3

Ovéfili jsme pfedpoklady véty o implicitn{ funkci a nyni miZeme pocitat f'(x) :
> implicitdiff(F(x,Vv),v,X);
2(—1+x)
e¥ + 2
>  subs(x=1,y=0, implicitdiff (F(x,Vy),Vv,X));
0

Dalsi
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ — 2y =0.

Maple:

Rovnice te¢ny v bodé [1,0] bude:

> yl:=0+(%)*(x-1);

yl :=0

Vzhledem k tomu, ze hledanou te¢nou je osa x, je zfejmé normalou primka kolma k ose
x, kterd prochazi bodem [1,0], coz je pfimka o rovnici x = 1.
Nahled na celou situaci si muzeme udélat z obrazku grafu funkce f(x) na okoli bodu
[1,0]:

>  k:=implicitplot (F(x,y),x=-1..2,y=-1..2,thickness=3,grid=[50,50]) :

> t:=plot(0,x=-2..2,color=blue,thickness=3):

> display ({t,k});

|
N
|
[
e
N

Zpét
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ — 2y =0.

Mathematica:
Flx.y] =2z — z"2 — Exp[y] — 2y
—e¥ + 22 — z% — 2y
F[1,0]
0
D[F[z,y],y]/{z — 1,y — 0}
-3
Oveérili jsme pfedpoklady véty o implicitn{ funkci a nyni miZeme po &itat f'(x) :
rl = D[F[z, y[z]] == 0, z]
2 — 2z — 2y'[x] — e¥®ly'[x] ==
derl = Solve[rl,y [:1:]]

/ _2(—14=)
{{y [l = 2qeylz] }}
(derl/.{z — 1})/.{y[1] — O}
{{y'1] = 0}}
Rovnice te¢ny v bodé [1,0] bude:
tecna=9y — 0 ==0(z — 1)

y p——
Dalsi
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Priklad 8.1.3

Najdéte rovnici teény a normdly v bodé [1, 0] ke kiivce dané rovnici
20 —xz? —e¥ — 2y =0.

Mathematica:

Vzhledem k tomu, Ze hledanou te¢nou je osa x, je zfejmé normalou primka kolma k ose
x, kterd prochdzi bodem [1,0], coz je pfimka o rovnici x = 1.

Néhled na celou situaci si muzeme udélat z obrazku grafu funkce f(x) a tecny na okoli
bodu [1,0]:

<< GraphicsImplicitPlot

t = Plot[0, {x, —2, 2}, PlotStyle — {Thickness[0.008]}, DisplayFunction — Identity];

g = ImplicitPlot[F[z, y] == 0, {z, —2, 2}, {y, —2, 0}, PlotStyle — {Thickness[0.008]},
DisplayFunction — Identity];

Show[{t, g}, DisplayFunction — $DisplayFunction];

-2 -1 1 — 2

Zpét
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Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — z® — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A =[1,0] a vypoctéte

uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina primka o rovnici p:x—y—1 = 0.

@@:96@&# Zpét
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Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — z® — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A =[1,0] a vypoctéte

uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina primka o rovnici p:x—y—1 = 0.
Vysledek:
a = 45° .

Zpét
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Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — 22 —e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A = [1,0] a vypoctéte
J

uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina primka o rovnici p:x—y—1 = 0.

Navod:

Bod [1, 0] je prusec¢ikem piimky p s danou kfivkou, hledany thel proto vypocteme jako
uhel svirany teé¢nou ke kfivce v bodé [1,0] a pfimkou p.

Zpét
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Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — z® — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A =[1,0] a vypoctéte

uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina pifimka o rovnici p:x—y—1=0.

Reseni:

2

Oznacime-li F(x,y) = 2x — x° — eY — 2y = 0, pak plati:

F(1,0)0=2—-1—-¢e"—-0=0

OF OF
—(z,y) = —e¥ — 2 = —(1,0) = =3 #0.
Oy Oy

Kfivku lze na okoli bodu [1, 0] povazovat za ¢ast grafu funkce y = f(z), kde

8F( )
/ 5z DY 2—2 /
f(a:):_—glf, =-—— _x2, F(1)=0.
8—($>y)
Yy

Tecna t ke grafu f(z) v bodé [1,0] m& rovnici
y=0+f'(1)(z—-1)=0.

Hledany thel ¢ je tedy uhlem, ktery svird te¢na t s primkou p.
Dalsi
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Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — z® — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A =[1,0] a vypoctéte

uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina primka o rovnici p:x—y—1 = 0.
Reseni:

Normalovy vektor te¢ny t je 7y = (0, 1), normalovy vektor pfimky p je i, = (1, —1),
celkem tedy

e - Tipl |10+ (=1)-1] V2

= 5 - = = = o = 45°.
[72e | - (17 1-v2 2

Zpét
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Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — z® — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A =[1,0] a vypoctéte

uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina pifimka o rovnici p:x—y—1=0.

Maple:

Zprvu postupujeme analogicky jako u predchoziho prikladu, nebot se jedna o stejnou
implicitni funkci:

> with(plots):

> F:i=(x,Vy) >2xx-x"2-exp(y) —2*y;

2

F:=(z,y) >2x—z"—eY —2y

> F(1,0);

0
> diff(F(x,y),Y);
—e¥ — 2
>  subs(x=1,y=0,%);
—e? —2
> simplify (%) ;
-3

Ovéfili jsme pfedpoklady véty o implicitn{ funkci a nyni miZeme pocitat f'(z):
> implicitdiff(F(x,Vv),v,X);
2(—1+ x)
ey + 2

Dalsi

.—p.7/15



Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — z® — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A =[1,0] a vypoctéte
uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina pifimka o rovnici p:x—y—1=0.

Maple:
>  subs(x=1,y=0, implicitdiff (F(x,v),v,X));
0
Rovnice te¢ny v bodé [1,0] bude:
> yl:=0+(%)*(x-1);
yl :=0

Normalovy vektor primky t je:
> nt:=<0,1>;

Normalovy vektor primky p je:
> np:=<1,-1>;

U’hel, ktery tyto dvé primky sviraji, je
> with (LinearAlgebra) :alfa:=arccos (abs (nt.np)/ (Norm(nt,2) *Norm(np,2))) ;

o=
alfa = —
4

Zpét
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Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — z® — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A =[1,0] a vypoctéte

uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina pifimka o rovnici p:x—y—1=0.

Mathematica:

Zprvu postupujeme analogicky jako u predchoziho prikladu, nebot se jedna o stejnou
implicitni funkci:

Flx.y] =2z — z"2 — Exp[y] — 2y

—e¥ + 2z — % — 2y

F[1,0]

0

D[F[z,y],y]/{z — 1,y — 0}

-3

Ovérili jsme pfedpoklady véty o implicitn{ funkci a nyni miZeme pocitat f'(z):
rl = D[F|z, y[z]] == 0, z]

2 — 2z — 2y'[x] — e¥I®ly'[x] ==

derl = Solve|rl, y'[z]]

{{y/[x] 22(+ely+f]) }}
(derl/.{z — 1})/.{y[1] — O}
{{v'[1] —0}}

Dalsi
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Priklad 8.1.4

Uvazujte kiivku o rovnici 2z — z® — e¥ — 2y = 0 na okoli bodu A =[1,0] a vypoctéte

uhel, pod kterym tuto kfivku v daném bodé A protina primka o rovnici p:x—y—1 = 0.

Mathematica:
Rovnice teény v bodé [1,0] bude:

tecna=y — 0==0(z — 1)

y::
primka=y==2x — 1
y==—1+4=x

Normalovy vektor primky t je:

nt = {0, 1};

Normalovy vektor primky p je:

np = {1, -1}

[jhel, ktery tyto dvé primky sviraji, je

¢ = ArcCos[Abs[nt.np]/(Norm[nt]Norm|[np])]

s

4

Zpét
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1, ]
jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu
I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv
polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete
pfibliznou hodnotu f(Z — 0,98).

@ ® = ?2 & % = Zpét
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1, ]
jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu
I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv
polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

pfibliznou hodnotu f(Z — 0,98).

NI

Vysledek:
To(x)=x4+1— % (z— T +1)%, f(Z —0,98) =1,5906.

Zpét
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1,

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu

NI

2
I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv

polynom 2. stupné funkce f v bodé zg = Z — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

2
pfibliznou hodnotu f(Z — 0,98).
Navod:

f//(x())

) (z — z0)?, f(z) =Tz ()

T2 (z) = f(zo) + ' (zo)(z — z0) +

Derivace f'(x) a f''(z) vypoéteme pomoci véty o derivaci implicitné zadané funkce.

Zpét
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1,

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) =

I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv
Z — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

polynom 2. stupné funkce f v bodé xzg =
pfibliznou hodnotu f(5 — 0, 98).

Reseni:

2

us
2

T a ktera ma v intervalu

Pro ovéreni existence implicitné definované funkce nejprve vypocteme:

F(3-1.5)=%-(3

OF
—(z,y) =1 —cosy,
oy

Rovnice F'(x,y) = 0 tedy skute¢né na okoli bodu P uréuje implicitné funkci y = f(x).

_(1_1)

OF
oy

(

—sin T =

2

T

2

Nyni potfebujeme zjistit prvni a druhou derivaci:

ey

Foy= -2zt

8_y(w’y)

0+siny -y’
(1 —cosy)?’

f'(x) =

Dalsi

—1

1—cosy’

T

2

Y

2

— L= =0,

7T>:1;é0.

NI

]
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1, ]
jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu
I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv

polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

pfibliznou hodnotu f(Z — 0,98).

NI

Reseni:

Tayloruv polynom 2. stupné funkce f v bodé z¢o = 5 — 1 méa proto podobu:

ne =5+ (e-31) - g (s-F+1)
x) = — T — — —— |z - = :
2 2 2 21 2
Pro ptibliznou hodnotu f(5 — 0,98) plati
e , 0 s 1 2 .
Fl(Z—0,98) =T (2 —0,98) == +0,02— = -0,02% = 1, 5906 .
2 2 2 2

Zpét
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1,

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu

NI

2
I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv

polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

pfibliznou hodnotu f(5 — 0, 98).

Maple:
> F:=(x,y)->y-x-sin (y);
F:=(x,y) > y—x—sin(y)
Nejprve ovérime podminky existence funkce y = f(x) na okoli daného bodu:
> F(Pi/2-1,Pi/2);

0
> diff(F(x,y),Y);
1 — cos(y)
> subs (x=Pi/2-1,y=Pi/2,%);
s
1—cos(§)
> simplify (%) ;
1

Predpoklady véty o implicitni funkci jsou splnény, plati tedy:
> implicitdiff(F(x,Vy),v,X);
1
—1 + cos(y)

Dalsi
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1,

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu

[

2
I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv
s

polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete
pfibliznou hodnotu f(5 — 0, 98).

Maple:
>  subs(x=Pi/2-1,y=Pi/2,implicitdiff (F(x,V),V,X));
1
s
—J_+-cos(§J
> simplify (%) ;
1
> implicitdiff(F(x,Vy),y,XS2);
sin(y)

—1 4 3cos(y) — 3cos(y)? + cos(y)3
>  subs (x=Pi/2-1,y=Pi/2,implicitdiff (F(x,V),y,x$2));

sin(E)

-1+ 3cos(g) — SCOS(g)2 + cos(g)?’
> simplify (%) ;
—1

Dalsi
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1,

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu

NI

2
I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv

polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

pfibliznou hodnotu f(5 — 0, 98).

Maple:
Nyni muzeme zapsat Taylortiv polynom:
> T2:=Pi/2+ (x-Pi/2+1)-1/2*(x-Pi/2+1) "2;
s
r— — 4+ 1)3
(e = = +1)

T2 = 1 —
x + 5

> f£(Pi/2-0.98) :=subs (x=P1i/2-0.98,T2);

s s
f(§ — 0.98) := = + 0.01980000000
> simplify (%) ;
1.590596327

Zpét
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1,

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu

I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv

polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

pfibliznou hodnotu f(5 — 0, 98).

NI

Mathematica:

Flx.,y| =y — z — Sin[y]

—z + y — Sin[y]

Nejprve ovérime podminky existence funkce y = f(x) na okoli daného bodu:
F[Pi/2 — 1, Pi/2]

0

D[F[z,y],y]/{=z — Pi/2 - 1,y — Pi/2}

1

Predpoklady véty o implicitni funkci jsou splnény, plati tedy:
rl = D[F[z,y[z]] == 0, z]

—1 +y'[z] — Cos[y[z]]y'[z] == 0
derl = Solve|rl, y'[z]]

{vi) = =ctnmm })

(derl/.{z — Pi/2 — 1})/.{y[Pi/2 — 1] — Pi/2}

Dalsi
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Priklad 8.1.5

Ovérite, ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu P = [% -1, ]
jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 — 1) = 5 a kterd ma v intervalu
I=(5—-1—-¢,% —1+4¢), e >0, spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Tayloriv
polynom 2. stupné funkce f v bodé o = 5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

pfibliznou hodnotu f(5 — 0, 98).

NI

Mathematica:

' [-1+ 5] =13}

r2 = D[F|z, y[z]] == 0, {z,2}]/.derl

Sin[y[=z]] /7 o 2 —

der2 = Solve[r2, y” [z]]
/7 Sin[y[=z]]
{{y =] = S Gesiyiam® }}
(der2/.{z — Pi/2 — 1})/.{y[Pi/2 — 1] — Pi/2}
H{v"[-1+ 3] = -1}}
Nyni miuzeme zapsat Tayloruv polynom:
T2[x] = Pi/2 + (z — (Pi/2 — 1)) — 1/2!(z — (Pi/2 — 1))"2
l+z—3(1-3%+a)°
T2[Pi/2 — 0.98]
1.5906

Zpét
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Implicitni funkce vice realnych proménnych

Piiklad 8.2.1 Ovéite, zda rovnice F(z,y, z) = €* + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okol{
bodu A = [1, —6, 0] jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte

82
F 1 6.
0y?
Piiklad 8.2.2 Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [zo, yo] funkce z = f(z, y)
definované implicitné rovnici L In g 0.
< Yy

Priklad 8.2.3 Napiste rovnici tecné roviny k plose z3 -+ y3 -+ 23 + xyz — 6 = 0 v bodé
T =1[1,2,—-1].

Priklad 8.2.4 Pomoci totalniho diferencidlu vypoctéte priblizné funkéni hodnotu
£(0,98;1,02) funkce z = f(x,y) definované implicitné rovnici
F(z,y,2)=x+y—2>—x2=0.

Ptiklad 8.2.5 Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) urcené implicitné rovnici
F(x,y,2) =2z —xz°> —4y> —2=0.

Priklad 8.2.6 Vypoctéte totalni diferencidl dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se

a
ridi Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT + p (b — = ) , kde p znaci
RT 2

tlak plynu, V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.

Q@ © Zpét
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Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]
2

jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte W(l’ —6).
)

@:?%&# Zpét
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Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]

82
jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte —J;(l, —6).
Vysledek:
0? 1
/ (1,—6) = ——.
Oy2 8
Zpét
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Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]
2

jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte W(l’ —6).
Yy
Navod:

Ovérime podminky véty o existenci implicitni funkce:

1) F(1,—6,0) =0,

2) Z—F(l,—G,O) £0 .

a vypocCteme prvni parcidlni derivace podle véty o derivaci implicitni funkce:

oF
8f _(ZU,y,f(x,y))
_ ox
%(fﬂ,y) - — OF )
a(%y,z)
oF
_(xayaf(xay))
of oy
a—(:c,y) = - 5F pro € (1 —0z,14+dz), y€ (—6—05y,—6+39y) .
Y 8_(xayaz)
z

Druhé derivace spoc¢teme napt. derivaci predchazejicich vztahi.

Zpét
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Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]
2
jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte —2(1, —6).

Reseni:
Pro ovéreni existence implicitné definované funkce potiebujeme vypocitat:
F(1,-6,00=¢e"+1-(—6)+0+5=0,

OF . OF
—(x,y,2) =e" +1, —(1,—6,0) =2 #0.
0z 0z

Rovnice F'(x,y, z) = 0 tedy skuteéné na okoli bodu [1, —6, 0] urcuje implicitné funkci
z = f(z,y). Nyni muzeme pfistoupit k vypoctu parcidlnich derivaci:

('9F( )
- LY, = 2
0 0
o = -2 -2, Za-e=--1
Oy 8_F(x y. 2) e? + 1 Oy 2
82 9 9
0% f _0-a2%" Fl(z,y) o2 f 00— (=%) 1
(@) =————H " -6 = 2=
9y (e + 1) oy 4 8
Hledana parcialni derivace je
o° f
W(la —6) = ——
Y

|
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Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]
2
jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte —2(1, —6).

Reseni:
Zjistili jsme, Zze v bodé A je funkce y = f(x) klesajici (y'(—1) < 0) a konvexnf{

(y"'(—=1) > 0). Pfesvédcit se o tom muZeme napt. pomoci programu Maple, jak uvidime
déle.

Zpét
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Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]
2

jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte —2(1, —6).
Maple:
> F:i=(x,y,2z)—>exp(z)+x " 2xy+z+5;
F:=(z,y,2)—>e*+2y+2+5
Nejprve ovérime podminky pro existenci funkce z = f(«x, y) na okoli bodu [1,-6,0]:
> F (1/ _61 O) ’

0
> diff(F(x,v,2),2);
e +1
> subs(x=1,y=-6,z=0,%);
eO—l—l
>  simplify (%) ;
2

Nyni miuzeme pocitat prislusné parcialni derivace:

> dimplicitdiff(F(x,y,2),2,Y);

e +1
Dalsi

.—p.10/15



Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]

2
jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte —2(1, —6).
Maple:
>  dzdy:=simplify(subs(x=1,y=-6,2z=0,implicitdiff(F(x,vy,2),2,V)));
dzd -
zdy (= —
YT
> implicitdiff(F(x,vy,2),2,VS2);
z e?

(e#)3 +3(ex)2 +3e* + 1
>  subs(x=1,y=-6,2z=0,implicitdiff(F(x,v,2),2z,Y$2));

e0

 (e9)3 +£3(e9)2 +3€0 + 1
>  dzdydy:=simplify (%) ;

—1
dzdydy = o

Zpét

.—p.10/15



Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]
2

jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte W(l’ —6).
Yy

Mathematica:

Flx.,y-,z-] = Exp[z] + 2" 2%y +2+5
54 e + 2%y + 2

Nejprve ovérime podminky pro existenci funkce z = z(x, y) na okoli bodu [1,-6,0]:

F[1, —6,0]

0

D[F[:L',y, z]’z]/'{m — l’y - —6,2 — 0}
2

Nyni muzeme pocitat prislusné parcialni derivace:
rl = D[F[:L', Yy, Z[:L', y]] == 0’ y]

$2 + Z(O,l) [x, y] + ez[w’y] Z(Oal) [x, y] —_—

derl = Solve [rl, z(o’l)[w, y]]

{{2(0,1)[33,?4] N _H;ﬁ}}
(derl/.{z —» 1,y —» —6})/.{2[1,—6] — 0}

{{z(o’l)[l, 6] — —%}}

Dalsi l

|
.—p.10/15



Priklad 8.2.1

Ovéite, zda rovnice F(x,y, z) = e® + 2%y + z + 5 = 0 definuje v okolf bodu A = [1, —6, 0]
2

jedinou spojité diferencovatelnou funkci z = f(x,y) a vypoctéte W(l’ —6).
Yy

Mathematica:
12 = D[F[z,y, z[z,y]] == 0, {y, 2}]/.derl

z[x, 4 z[x
e [ y]a; > —l_ 2(0,2) [x, y] + e [ ’y]Z(O’Q) [w’ y] —_—
<1+ez[x’y])

der2 = Solve [r2, 2(0:2) [z, y]]

(0,2) _ ezlzy] g4
{{Z [x7 y] — (1+ez[m,y])3 }}

(der2/.{z —» 1,y —» —6})/.{2[1,—6] — 0}

{{2(0’2)[1, 6] — —%}}

Zpét

|
.—p.10/15



Priklad 8.2.2

Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [xg, yo]| funkce z = f(x,y) definované implicitné

rovnici

o ©

T z

— —In—=0.

z (]

= ? Gy & -

Zpét

.—p.11/15




P¥iklad 8.2.2 '

Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [xg, yo]| funkce z = f(x,y) definované implicitné
T z

rovnici — —In— =0.
z Yy
Vysledek:
af( ) SR P % g
Zo,Yo) = — — AT Y.
xo + 2o yo(zo + 20)

Zpét

|
.—p.11/15



Priklad 8.2.2

Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [xg, yo]| funkce z = f(x,y) definované implicitné
x z
rovnici — —In— = 0.

% J
Navod:

Totalnim diferencidlem funkce z = f(x,y) v bodé [z, yo] rozumime formu:

of o
df(zo,yo) = %(ﬂﬁo,yo)dx + a—ch(ﬂﬁo,yo)dy-

Zpét

|
.—p.11/15



Priklad 8.2.2

Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [xg, yo]| funkce z = f(x,y) definované implicitné

. z
rovnici — —In — = 0.
< )
Reseni:
Predpoklddejme, ze funkce z = f(x, y) je definovdna na okoli bodu [z, yo] implicitné
rovnici
x z
F(x,y,z) = — —In— =0.
< )
Potom plati:
8F( )
o o \L0s Yo, 20 o e
—f(a:o,yo):—gx - = =0 1 >
Ox F o L xo+ 2
— (70, Yo, 20) 2
0z 2§ 20
8F( ) 1
— (&0, Yo, <0 - 2
9] z
gf(xo,yo):—gg — xoyo T =0 0+z).
Y — (0, Y0, 20) —— = — e
0z 24 20

Celkové tedy pro totdlni diferencidl funkce z = f(x,y) v bodé [zg, yo] dostaneme:

df( )= ——dz + 0 d
xo, x :
05 Yo ( ) Y

Zpét |

|
.—p.11/15



Priklad 8.2.2

Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [xg, yo]| funkce z = f(x,y) definované implicitné
x z

rovnici — —In— = 0.
z Y

Maple:

Predpoklddejme, ze funkce z = f(x, y) je definovdna na okoli bodu [z, yo] implicitné
danou rovnici:
> F:=(x,y,z)->x/z-1n (z/y);

4 z
F:=(x,y, 2) > — —In(-)
z Y
Pro vypocet totalniho diferencialu potiebujeme znat prislusné parcialni derivace:

> dimplicitdiff(F(x,vy,2z),2z,X);

z
r 4+ z
>  dzdx:=simplify(subs(x=x_0,y=y_-0,z=z_0, implicitdiff(F(x,v,2),2,%X)));
z_0
dzdr i\ = ———
z_0 4+ z_0
> implicitdiff(F(x,v,2),2,VY);
52
y(z+2)

>  subs (x=x_0,y=y.0,z=z_0,implicitdiff(F(x,v,2),2,VY));

2_0?

y-0 (-0 + z_0)

Dalsi

.—p.11/15



Priklad 8.2.2

Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [xg, yo]| funkce z = f(x,y) definované implicitné
x z
rovnici — —In— = 0.

z Yy
Maple:

>  dzdy:=simplify (%) ;

z_0?
y-0 (-0 4+ z_0)

Nyni uz zbyva jen sestavit prislusnou diferencidlni formu:
> df:= dzdx * dxtdzdy x dy;

dzdy =

z_0 dx z_0% dy

df :=
/ z_0 + 2_0 = y-0 (-0 4+ z_0)

Zpét

|
.—p.11/15



Priklad 8.2.2

Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [xg, yo]| funkce z = f(x,y) definované implicitné
x z

rovnici — —In— = 0.
z Y

Mathematica:

Predpoklddejme, ze funkce z = z(x, y) je definovdna na okoli bodu [z, yo] implicitné
danou rovnici:

F[X_, Y- Z_] = .’B/Z - Log[z/y]
2 ~Log[5]
Pro vypocet totalniho diferencialu potiebujeme znat ptrislusné parcialni derivace:

rx = D[F|z,y, z[z, y]] == 0, z]
1 2z [z,y] 210z

z[x,y] z[xz,y]? z[x,y] -

derx = Solve [rx, 2(1:0) [z, y]]

{{2(1,0) [z, y] — w+z[w,y] }}

(derx/.{z — x0,y — y0})

{{z(l’o) [x0, y0] — xoﬁz?xb(;oyo] }}

ry = D[F[z,y, z[z, y]] == 0, ]

zle,y] |, 20D [z,y]
o z[z,y]? o z[x,y] -
Dalsi I

|
.—p.11/15



Priklad 8.2.2

Vypoctéte totalni diferencidl v bodé [xg, yo]| funkce z = f(x,y) definované implicitné
x z

rovnici — —In— = 0.
z Y

Mathematica:

dery = Solve [ry, z(o’l)[fl?, y]]

z[x, 2
{{Z(Ojl)[x’y] - y(wg—z:[ya]:,y]) }}

(dery/.{z — x0,y — y0})

z[x0,y0 2
{{Z(O’l)[xo,yol — o082 B0voD }}

Nyni uz zbyva jen sestavit prislusnou diferencidlni formu:

df==derx{[1]][[1]][[2]]dx + dery{[1]][[]][[2]]dy

__ dxz[z,y] dyz[z,y]?
A Il =)

Zpét

|
.—p.11/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° + y° 4+ 2° + zyz — 6 =0 v bodée T = [1, 2, —1].
@ B = ?2 &L % L Zpét

|
.—p.12/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° + y° 4+ 2° + zyz — 6 =0 v bodée T = [1, 2, —1].

Vysledek:
z+ 11y 4+ 52z = 18.

Zpét

]
.—p.12/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° + y° 4+ 2° + zyz — 6 =0 v bodée T = [1, 2, —1].

Navod:

Tec¢nd rovina v bodé T = [x0, Yo, z0] ke grafu funkce f(x,y) ma rovnici:

) )
zr==f(xo,yo)4‘gii(xo,yo)ﬁv—-xo)-F-4i(x0ay0)@/—'yo)-
x oy

Prislusné parcialni derivace pocitame jako derivace funkce dané implicitné.

Zpét

|
.—p.12/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° 4+ y> 4+ 2° + 2yz — 6 =0 v bode T = [1, 2, —1].

Reseni:
Bod T' lezi na plose urcené rovnici

F(a:,y,z):w3+y3+z3—i—xyz—6:o,

nebot
F(1,2,-1) =142+ (-1)>-2-6=0.

Dale plati

OF OF
——(z,y,2) =32" +zy,  ——(1,2,-1)=3(-1)"+2=5#0,
0z 0z
takze rovnice na okoli bodu T urcuje implicitné definovanou funkci f(z,y), pro kterou
dostavame:
OF
— T, = — A
gz Y OF 322 1 2y
8—(% Y, 2)
z
9] 3 —2 1
_f(l, 2) = - = — =,
Ox a4 5
Dalsi

|
.—p.12/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° + y° 4+ 2° + zyz — 6 =0 v bodée T = [1, 2, —1].

Reseni:
8F( )
—(x,y, 2
g(x ) = — 9y i _ _M
Oy Y OF 322 + zy
_(:B)y)Z)
0z
0 12 -1 11
—f(1,2) = — = ——.
By 3+ 2 5
Rovnice te¢né roviny v bodé T' = [1,2, —1] ma tvar
1 11
z=—1— —(z—1) = —(y—2),
1) = -2)
£5.
z+ 11y + 52z = 18.
Zpét

.—p.12/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° 4+ y> 4+ 2° + 2yz — 6 =0 v bode T = [1, 2, —1].
Maple:
> Fi=(x,V,2z) ->x3+y"3+2 " 3+xxyxz-6;

Fi=(z,y,2) =22 4+y°+2°+zyz—6
> F(llzl_l);

0
> diff(F(x,y,2),2);
3z2—|—:1;y
> subs(x=1,y=2,z=-1,%);
5

Oveérili jsme, ze dand rovnice definuje v okoli bodu T funkci z = f(x,y).
Nyni miuzeme pocitat prislusné parcialni derivace:

> implicitdiff(F(x,vy,2z),2z,X);

3 x?2 +zy
322 +xy
>  dzdx:=simplify(subs(x=1,y=2,z=-1,implicitdiff(F(x,vy,2),2,X)));

-1
dzdxr (= —
5

> dimplicitdiff(F(x,vy,2),2,V);
3y + 2
322 4+xy
Dalsi

.—p.12/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° + y° 4+ 2° + zyz — 6 =0 v bodée T = [1, 2, —1].

Maple:
> dzdy:=subs (x=1,y=2,z=-1,implicitdiff(F(x,v,2),2,VY));
dod —11
zdy :== ——
4 5%
Nyni sestrojime tecnou rovinu:
>  z:= —-l+dzdxx (x-1) +dzdy x (y—2);
18 x 11y
Gi=E e = = = ——
5% 5% 5%

Zpét

.—p.12/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° 4+ y> 4+ 2° + 2yz — 6 =0 v bode T = [1, 2, —1].

Mathematica:

Flx,y_,z]=2"3+y"3+ 2”3+ xzyz—6
—6+z° + 9% + xyz + 2°

F[1,2, —1]

0

D[F[:L',y, z]’z]/'{m —-+1ly—=>2,z— _1}
5)

Oveérili jsme, ze dand rovnice definuje v okoli bodu T funkci z = f(z,y).
Nyni muzZeme pocitat prislusné parcialni derivace:

rx = D[F|z,y, z[z, y]] == 0, z]
322 + yz[z, y] + zy21O [z, y] + 32[z, y]22 1O [z, y] ==
derx = Solve [rx, 2(1,0) [z, y]]
(1,0) —322 —yz[z,y]
{{Z = 9] = e }}
derl = derx/.{z — 1,y — 2}/.{2[1,2] —» —1}

{{2(1,0)[1, 2] — —%}}

Dalsi

|
.—p.12/15



Priklad 8.2.3

Napiste rovnici teéné roviny k plose z° 4+ y> 4+ 2° + 2yz — 6 =0 v bode T = [1, 2, —1].
Mathematica:

ry = D[F[a” Y, z[a:, y]] == 0, y]

3y° + zz[z, y] + zyz OV [z, y] + 32[z, y]*2 "V [z, y] ==

dery = Solve [ry, z(o’l)[:z:, y]]

(071) —3y2—a:z[az,y]
o e - et |

der2 = dery/.{z — 1,y — 2}/.{2[1,2] —» —1}

002 = ¥}

Nyni sestrojime tecnou rovinu:

TecnaRov = z — (—1)==der1[[1]][[1]][[2]](z — 1) + der2[[1]][[1]][[2]](y — 2)
14 z==232 — L(_24y)

Simplify[%)]

x+ 1ly + 5z == 18

Zpét

|
.—p.12/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,z) =z +y — 2° —xz2=0.

'@@:9{}51&# Zpét

|
.—p.13/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,z) =z +y — 2° —xz2=0.

Vysledek:
£(0,98;1,02) = 1,005.

Zpét

|
.—p.13/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,z) =z +y — 2° —xz2=0.

Navod:

Pro aproximaci pomoci totalniho diferencialu plati

0

o}
f(fﬂoayo)(w — o) + Sy
Yy

f(iL', y) = f(:Ijo, yo) -+ df(a’)(),yo) = f(wo, yo) I %

Zpét

i (zo,y0)(y — yo) -

.—p.13/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,2) =z +y — 2> —22=10.

Reseni:

Pro vypocet hledané funkéni hodnoty musime zvolit bod [1,1,1]. Dosadime-li x = 1 a

y = 1 do rovnice = + y — z° — £z = 0, dostaneme rovnici 2 — z> — z = 0. Tato rovnice ma
jediné redlné feseni z = 1 (ovéfte si to graficky, nebo vydélte rovnici ¢lenem (z — 1)).
Nyni ovéfime, ze v okoli tohoto bodu rovnice F(x,y, z) = 0 urCuje jedinou spojité
diferencovatelnou funkci z = f(x, y):

F(1,1,1)=141—-1—-1=0

OF OF
—(%,y,2) = —32° — =z = —(1,1,1)=-3—-1=—-4#0.
0z 0z

Nyni pristoupime k vypoctu parcialnich derivaci:

8F< )
B 5y (T2 Y, 2 1— B
Ox OF —322 —x ox
E(xayaz)
OF
of - 8_y(xayaz) - 1 of - 1 - 1
a—y(l’ay) e ~ T 3,2 _4’ 8_(1a1)____4_1'
a(%y,z)

Dalsi
|

|
.—p.13/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,z) =z +y — 2° —xz2=0.

Reseni:

Pro totdlni diferencial funkce f(z,y) v bodé [1, 1] plati
1
df(1,1) = -dy,
4
pro ptibliznou hodnotu f(0,98;1,02) odtud plyne

. 1
£(0,98;1,02) = f(1,1) +df(1,1) =1+ ;- 0,02 = 1,005.

Zpét

|
.—p.13/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
3

z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,z) =z +y — 2° —xz =0.
Maple:
> F:i=(x,V,2z2)—>xty—-z"3-x*xz;

Fi=(x,y,2) szc+y—2°>—xz
Nejprve ovérime podminky existence funkce z = f(x,y) na okoli bodu [1,1,1]:
> F(1,1,1);

0
> diff(F(x,v,2),2);
322 _»
>  subs(x=1,y=1,z=1,%);
—4

Nyni vypocteme parcidlni derivace funkce f v bodé [1,1]:
> dfdx:=implicitdiff(F(x,vy,z),2z,X);

> dfdxl:=subs (x=1,y=1, z=1, dfdx) ;
dfdx1 := 0
> dfdy:=implicitdiff(F(x,v,2),2,VY);
dfdy := ———
Jdy 32241z

Dalsi
|

|
.—p.13/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
3

z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,z) =z +y — 2° —xz =0.
Maple:
> dfdyl:=subs(x=1,y=1,z=1,dfdy);
dfdyl =
yL = 1

Pomoci parcialnich derivaci zapiSeme formuli pro totalni diferencial:
>  tot_dif:=dfdxlxdx+dfdylxdy;

tot_dif .= —

Zbyva dosadit hodnoty prirastku dz a dy:
> dx:=-0.02:dy:=0.02: £(0.98,1.02) :=1+tot_dif;

£(0.98, 1.02) := 1.005000000

Zpét

|
.—p.13/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,2) =z +y — 2> —22=10.

Mathematica:

Flx,yz]=xz+y—2"3 —zz
3

rT+y—x2z—2
Nejprve ovéfime podminky existence funkce z = f(x,y) na okoli bodu [1,1,1]:
F[1,1,1]

0

D[F[z,y,z2],2]/-{z = 1,y = 1,z — 1}

—4

Nyni vypoc¢teme parcidlni derivace funkce f v bodé [1,1]:

rx = D[F|[z,y, z[z, y]] == 0, z]

2 _(1, O)[

1— z[z, y] — 22 [z, y] — 32[z, y]? 2" [z, 9] == 0

derx = Solve [rx, 2(1,0) [z, y]]

(1,0) _l—z[=,y]
{{Z =, 9] = e }}
derl = derx/.{z — 1,y — 1}/.{2[1,1] — 1}

{{z<1’0>[1, 1] — o}}

Dalsi
|

|
.—p.13/15



Priklad 8.2.4

Pomoci totdlniho diferencidlu vypoctéte pfiblizné funkéni hodnotu f(0,98;1,02) funkce
z = f(x,y) definované implicitné rovnici F(z,y,2) =z +y — 2> —22=10.

Mathematica:

ry = D[F[z,y, z[z, y]] == 0, y]
1 — 22 %V [z, y] — 32[z,y]*2 "V [z,y] == 0

dery = Solve [ry, z(o’l)[fl?, y]]

OV = otm )

der2 = dery/.{z — 1,y — 1}/.{2[1,1] — 1}

{{z(o’l)[l, 1] — %}}

Pomoci parcialnich derivaci zapiseme formuli pro totalni diferencial

df[dx_,dy_] = 0dx + 1/4dy

dy
4

Zbyva dosadit hodnoty prirtastku dz a dy:
df[0.98 — 1,1.02 — 1]
0.005
f_priblizna = 1 4 df[0.98 — 1,1.02 — 1]
1.005
Zpét
|

|
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Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(x,y,2) =2x —xz2> —4y®> —2=0.

'@@:9%1&# Zpét

|
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Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(x,y,2) =2x —xz2> —4y®> —2=0.

Vysledek:

Lok&lni maximum f(1,0) =1.

Zpét

|
.—p.14/15



Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(x,y,2) =2x —xz2> —4y®> —2=0.

Navod:

Najdeme stacionarni body a pomoci Hessianu se pokusime rozhodnout, zda se jednéa
o body lokalnich extréma.

Zpét
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Priklad 8.2.5 |

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(z,y,2) =2x —xz2 —4y®> —2=0.

Reseni:

Stacionarni body vyhovuji nutné podmince pro lokalni extrém

of _of
dx Oy
tj.
oF
of Bz 2 — 2z of
— = — == = — =2 -2 — =0 < =1
ox 8_F —1l v ox v
0z
oF
of Sy —8y of
%Y 7 g 2 =0 & y=0
oy ~ oF E ’ 9y ’
0z

Zjistili jsme jediny staciondrni bod [1,0]. Vypoc¢teme nyni druhé parcidlni derivace:

o°f o°f o2 f
Ox2 dxdy Oy?

Dalsi

|
.—p.14/15



Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(x,y,2) =2x —xz2> —4y®> —2=0.

Reseni:
a Hessidn v bodé [1, 0]:

—2 0
0 -8

daHﬂL®:| =16 > 0.

Funkce z = f(x,y) ma v bodé [1, 0] lokdlni extrém, vzhledem ke znaménku
0% f
Ox?
Zpét

(1,0) = —2 < 0 jde o ostré lokalni maximum s funkéni hodnotou z = 1.
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Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(z,y,2) =2x —xz2 —4y®> —2=0.

Maple:
> Fi=(x,V,2)>2xx-x"2-4xy"2-z;
F:=(x,y,2) =2z —2°> —4y* — 2
Nejprve najdeme stacionarni body:
> dfdx:=implicitdiff(F(x,vy,2),2z2,X);
dfdr := 2 — 2«x
> dfdy:=implicitdiff(F(x,vy,2),2,V);
dfdy := —8vy
>  solve ({dfdx=0,dfdy=0});
{y=0,z=1}
Mame jediny stacionarni bod - bod [1,0]. Vypocteme piislusny Hessidn:

> fxx:=implicitdiff (F(x,vy,z),2z,x$2);

frx = —2
>  fxy:=implicitdiff(F(x,v,2),2,%X,VY);

fry :=0
>  fyy:=implicitdiff(F(x,v,z2),2z,yY$2);

fyy := =8

Dalsi
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Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(z,y,2) =2x —xz2 —4y®> —2=0.
Maple:

> H_f:=matrix (2,2, [fxx, fxy, fxy, fyy]);

> with(linalg):
> det (H_-f);
16

2
V daném bodé je lokdlni extrém, déile je %(1, 0) < 0, takze se jedné o ostré lokalni
maximum, jehoz funkéni hodnota je

> fl0:=so0lve (2x1-1"2-4x0"2-z=0) ;
f10 :=1
Zpét
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Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(z,y,2) =2x —xz2 —4y®> —2=0.

Mathematica:
F[x_,y-, 2] =2z — 2”2 — 4y"2 — 2

2:1:—:1:2—43/2—,2

Nejprve najdeme stacionarni body:
Vypocet %

rx = D[F[z,y, z[z, y]] == 0, z]
2 — 2z — 209z, y] == 0

derx = Solve [rx, 2(1,0) [z, y]]
{z00=u - -2(-1+0)}}
Vypocet g—ch

ry = D[F|z,y, z[z, y]] == 0, y]
—8y — 20V [z, y] ==

dery = Solve [ry, z(0:1) [z, y]]

{{z(o’l)[az, y] — —Sy}}

Dalsi
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Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(z,y,2) =2x —xz2 —4y®> —2=0.

Mathematica:

Urceni stacionarnich bodu:

Solve[{2 — 22 == 0, —8y == 0}, {z, y}]
{{zx = 1,y — 0}}

o f2
ar:2

Mame jediny stacionarni bod - bod [1,0]. Vypocteme piislusny Hessidn. Vypocet Yl

rxx = D[rx, z]

—2 — 229z, y] ==

derxx = Solve [rxx, 2(2:0) [z, y]]

{{2(2’0)[:13, y] — —2}}

. < o
Vypocet 8wf8y

rxy = D|rx, y]
_2(1,1)[:,;, y] == 0
derxy = Solve [rxy, z(1:1) [z, y]]

{{z(l’l)[az, y| — 0}}

Dalsi |
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Priklad 8.2.5

Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnici
F(z,y,2) =2x —xz2 —4y®> —2=0.

Mathematica:
. .. OF2
Vypocet #
ryy = Diry, y]
—8 — 29[z, y] ==

deryy = Solve [ryy, 2(0:2) [, y]]

({2021 -s})
{{—2,0}, {0, —8}}
Det[Hf]

16

2
V daném bodé je lokdlni extrém, déile je %(1, 0) < 0, takze se jednd o ostré lokalni
maximum, jehoz funkéni hodnota je

Solve[F[1,0, z] == 0, 2]
{{z = 1}}

Zpét
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Priklad 8.2.6

Vypoctéte totalni diferencial dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se ridi

Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT +p | b — , kde p znaci tlak plynu,
RT 2
V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.

'@@:9{}51&# Zpét
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Priklad 8.2.6

Vypoctéte totalni diferencial dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se ridi

Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT +p | b — , kde p znaci tlak plynu,

RT?2
V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.
Vysledek:
_3
(V—b+ s 2) dp + pdV
dT = = :
R+3peT}

Zpét
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Priklad 8.2.6

Vypoctéte totalni diferencial dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se ridi

Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT +p | b — , kde p znaci tlak plynu,

RT?2
V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.
Navod:
dT = or dp + or dv
“op T av
Zpét

|
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Priklad 8.2.6

Vypoctéte totalni diferencial dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se ridi

Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT +p | b —

, kde p znaci tlak plynu,
RT 2

V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.

Reseni:

Danou stavovou rovnici je teplota T' zadana jako implicitni funkce tlaku a objemu, tj.
T =T(p,V), pro totalni diferencial teploty tedy plati

RT
potom
oOF 3
o o v-(b-4T2)
Op %; —R——%%%-T_%:
Dalsi
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Priklad 8.2.6

Vypoctéte totalni diferencial dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se ridi

Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT +p | b — , kde p znaci tlak plynu,

RT?2
V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.
Reseni:
OF
oT _ _av _ _ p
oV OF o _5
OF = _m-gg i
oT
Celkem dostavame 5
(V—b+ o —f) dp + pdV
dT = =
R+ SpgpT 2

Zpét
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Priklad 8.2.6

Vypoctéte totalni diferencial dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se ridi

Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT +p | b — , kde p znaci tlak plynu,

RT 2
V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.
Maple:
Nejprve zavedeme potifebné oznaceni:
> F:=(p,V,T)—>p*xV-R+«T-p=* (b-a/ (R*T" (3/2)));
F:=(p, V,T V_-RT —p(b a
=, V,T) =>pV — —P(—W)

A déle pocitdme pirislusné parcidlni derivace T'(p, V):
> dTdp:=implicitdiff (F(p,V,T),T,p);

2(VRT®/D _pRTG/D 4 4T)
2R2T(G/2) £ 3pa

dTdp =

> dTdV:=implicitdiff (F(p,V,T),T,V);

2pRT(5/2)

2R2T(/2) £ 3pa
Na zavér dosadime do formule totalniho diferencialu:

>  dT:=dTdp*dp+dTdV*dV;

dTdV =

_ 2(VRT®/? —bRT®/?) +aT)dp 2p RT®/?) qv

dT :
2R2T(G/2) £ 3pa 2R2T(G/2) £+ 3pa

Zpét
|
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Priklad 8.2.6

Vypoctéte totalni diferencial dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se ridi

Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT +p | b — , kde p znaci tlak plynu,

RT?2
V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.
Mathematica:
Nejprve zavedeme potifebné oznaceni:
Flp-, V-, T] =pV — RT — p(b — a/(RT"(3/2)))
= (b 57872) ~ BT +9V
A déle pocitdame piislusné parcidlni derivace T'(p, V):
rp = D[F|[p,V, T[p, V]] == 0, p]
_ a _ pT(1,0) _ 3apT@Op,v] _ _
b+V + R RT [p, V] 2 RT[p.V]5/2 =0

derp = Solve [rp, 7(1,0) [p, V]]

3/2 3/2
71O [p V] - _2T[p,V](—a+bRT[p,V] /2 _RvVT[p,v]3/ )
3ap+2R2T[p,V]5/2

rV = D[F[p,V,T[p,V]] == 0, V]

3apT(O:D[pv] _ 0
2RT[p,V]3/2

p— RTV[p, V] -
Dalsi
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Priklad 8.2.6

Vypoctéte totalni diferencial dT" pro jeden mol redlného plynu, ktery se ridi

Redlich-Kwongovou stavovou rovnici pV = RT +p | b — , kde p znaci tlak plynu,

RT 2
V objem plynu, a, b, R jsou realné konstanty.

Mathematica:

derV = Solve [rV, TOD[p, V]]
{{T(O’l)[p V] e 2pRT[p,V]5/2 }}

—3ap—2R2T[p,V]°/2

Na zavér dosadime do formule totalniho diferencialu:

dT = Simplify[derp[[1]][[1]][[2]]dp + derV[[1]][[1]][[2]]dV/.{T[p, V] = T}]
2 (ade+RT5/2 (—bdp+dvp+de))
3ap+2R2T5/2

Zpét
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