ODR okrajova uloha — Metoda siti

Na intervalu (a,b) je ddna diferencidlni rovnice 2. fddu
y' = f(z,y,9)
se separovanymi okrajovymi podminkami
ary(a) + fy'(a) = m (1)
axy(b) + Bay'(b) = 72 (2)
Predpokladejte, ze f je obecna funkce tii proménnych spojitda a spojité diferencovatelnd na intervalu (a,b) a oy, oo, B, B2, 11, V2

jsou zadané konstanty. Tuto okrajovou tlohu pro diferencialni rovnici druhého tddu na intervalu (a,b) Fesime metodou siti. Na feseni
diferen¢nich rovnic pouzijeme

1. metodu postupnych aproximaci

2. Newtonovu metodu.

Na intervalu (a,b) zvolime sit n + 1 ekvidistantnich bodu s krokem 5 , tj.

ri=a+1h, 1=0,...,n, h =

Ptiblizné hodnoty feseni okrajové tlohy v bodech sité y(x;) znac¢ime y;, 1 =0,...,n.
Diskretizaci diferencialni rovnice dostavame

Yie1 — 2Ys + Yig1 Yir1 — Yi—1
=f ('Ti?yia —) )

h? 2h



tj. .
L Yi-1 = 2Yi + Yir1 = @ f (6, Y3, B¥it1 — Yi-1)) , i=1,...,n—1, (3)
kdea:hQaﬁzﬁ.

Hodnoty feseni y(z) v krajnich bodech intervalu (a , b) jsou svazény okrajovymi podminkami (1) a (2). Tyto pfiblizné nahradime napf.
takto

B
a1 Yo + = (=3yo+4y1 —y2) =m

2h
Ba _
Qg Yn + o (Yn—2 — 4Yn—1 + 3Yn) = 72,
oznacme ¢ = % ad= g—i, potom po upravé dostavame
(a1 —3c)yo+4cyr —cyz = (4)
(a2+3d)yn—4dyn,1+dyn,2:72. (5)

Déle oznacime p = 1/(a; —3¢), ¢ =1/(as+ 3d) a vyjadiime yo, yn
Yo = p(cy2 — 4cyr +m) (6)

Yn = Q(4d Yn—1 — dyn—2 + /72) . (7)

Vyraz (6) dosadime do rovnice (3) pro ¢ = 1. Po tpravé dostdvame

—(ep+ 2y + L+ po)ys = a f (1,91, B(1 — ecp)y2 +depys —pn)) —pn (8)



Stejné tak (7) dosadime do rovnice (3) pro i =n — 1 a dostavame

(1=qd)yn—2+ 4dqg—2)yp1 = f (Tn-1,Yn-1, (-1 + dqQ)yn—2 + 4dqyn—1 + q72)) — q72 9)

1. Metoda postupnych aproximaci: Soustavu (8), (3) proi = 2...n — 2 a (9) budeme fesit metodou postupnych aproximaci.

Vektor neznamych oznaéime y = (y1,...,Yn_1) , Soustavu rovnic lze zapsat maticové
Ayt = o (yh), =0,1,2,...,

kde _ -
—(244cp) (1+cp) O 0
1 -2 1 0

A= je typu(n —1) x (n — 1),

0 1 -2 1

I 0 0 (1-dq) (4dg—2) |




af (@191, B(1 = cp)ys +4cpyr —pmn)) —pmn
a f (w2,y2, B(ys — 1))

Oéf (In—%yn—%ﬁ(yn—l - yn—?)))
| af (xnflaynfla 5(—(1 =+ dQ)ynfz +4d qyn—1 + Q’Yz)) — 472

Vychozi aproximaci y° volime napiiklad tak, aby spliiovala okrajové podminky. Vypocet provddime dokud neplati

k+1

" =yt <e.

pro piredem zvolenou pfesnost ¢ .

2. Newtonova metoda: Soustavu (8), (3) proi =2...n —2 a, (9) budeme fesit Newtonovou metodou. Soustavu rovnic lze zapsat
vektorove
®(y) =0, (10)

kde



®1(y) = (dep+2)y — (L+po)ye + o f (x1,51, B((1 — cp)ya + depyr —pn)) —pn (11)

q)z(y) = Yi _2yl+ Yiv+1 _af(miayivﬁ(yi-i-l _yi—l)) ) i:27"'7n_27 (12)

P, 1(y) = —(1-qd)yn-2— (4dg—2)yn—1 +a f (Tn-1,Yn-1, (=L +dQ)yn—2 +4dqyn-1+q72)) — ¢ (13)

Rovnici (10) fesime Newtonovou metodou. Nejdifve zvolime pocatecni piiblizeni y° = (¢9,..., 4% ;) hodnot y; , Dals{ aproximace

vypocteme ze vztahu
Yyl =oyf+ AF k=0,1,2...,
kde AF fesi
Jy)AY = -®(y*), k=0,1,2...
®(y)

aJ(y) = % je Jacobiho matice.

Jacobiho matice ~
B, C; 0 0
A2 B2 CQ

An—2 Bn—2 Cn—2
0 0 Ayy By |

je tridiagondlni matice, kde

0 0
By = (4cp+2)+a (8_£ (1,91, B(1 —cp)ys +4cpyr —pm) + 6_]; (1,91, B(1 —cp)ys +4cpyr —pm) 45027) ;



Ci=—(1+pc)+a Z—JZC (21,91, B(1 — cp)yz +4epyr —pmn) (B(1 —cp)),

proi=2,....n—2 je

0 0 0
Ai=1+ Oéa—ﬁ (@i, Yi, B(Yir1 — ¥i1)) B, Bi=-2-— a8_£ (@i, Yiy BYir1 — ¥im1)), Ci=1- Oéa—JZC (s, ¥i, BYi1 — ¥i=1)) By

Api=—(1—-qgd)+ g—i (Tn-1,Yn-1, B(—=(L + d Q)yn—2 + 4d qYn_1 + ¢ 72)) (—B(1 + dq)),

0 0
B,_1 = (2-4dq)+a (a_]yt (Tn-1,Yn-1,B(=(1 +dqQ)yn—2 +4dqyn—1 +q72)) + 8_ch (Tp—1,Yn—1, B(—=(1 + d@Q)yn—2 + 4dqYn—1 + q72)) 4dqﬁ)

Pocatecni priblizeni y° = (yg,...,y,) volime tak, aby hodnoty g9 spliovaly okrajové podminky.



