
Okrajová úloha pro ODR, metoda střelby

Soustava dvou diferenciálńıch rovnic

Je dána obecná soustava diferenciálńıch rovnic 1. řádu

y′1 = f(x, y1, y2) (1)

y′2 = g(x, y1, y2) (2)

se separovanými okrajovými podmı́nkami

α0y1(a) + β0y2(a) = γ0 (3)

α1y1(b) + β1y2(b) = γ1 , (4)

kterou řeš́ıme na intervalu 〈a ; b〉.

Metoda střelby pomoćı variačńıch proměnných

Okrajovou úlohu převedeme na posloupnost počátečńıch úloh se zvolenou počátečńı podmı́nkou v některém krajńım bodě intervalu.
Zvolme, bez újmy na obecnosti, krajńım bodem bod a .
Za předpokladu, že β0 6= 0, hodnotu y1(a) polož́ıme rovné nějakému η (počátečńı nástřel) a z rovnice (3) dopoč́ıtáme zbývaj́ıćı počátečńı
podmı́nku y2(a), tj.

y1(a) = η , (5)

y2(a) =
γ0 − α0η

β0
. (6)



Tak źıskáme počátečńı úlohu pro soustavu dvou diferenciálńıch rovnic (1), (2) s počátečńımi podmı́nkami (5), (6). Budeme požadovat,
aby iterace řešeńı těchto počátečńıch úloh (danými hodnotami η ) konvergovala k řešeńı, které splňuje okrajové podmı́nky v obou
krajńıch bodech (tj. i v bodě b okrajovou podmı́nku (4)).

1) Řešit úlohu pomoćı variačńıch proměnných znamená přidat, pomoćı variačńıch proměnných

p1 =
∂y1
∂η

, p2 =
∂y2
∂η

,

dvě nové diferenciálńı rovnice

p′1 =
∂f

∂y1
p1 +

∂f

∂y2
p2 (7)

p′2 =
∂g

∂y1
p1 +

∂g

∂y2
p2 , (8)

s počátečńımi podmı́nkami.

p1(0) = 1 (9)

p2(0) = − α0

β0
. (10)

Dostáváme počátečńı úlohu pro 4 diferenciálńı rovnice (1), (2), (7), (8) s počátečńımi podmı́nkami (5), (6), (9), (10).

2) Pomoćı některé z metod pro řešeńı počátečńı úlohy (např. Rungova Kuttova typu) źıskáme (pro zvolené η ) přibližné řešeńı
počátečńı úlohy, tj. funkce y1, y2, p1, p2 v bodech děleńı intervalu 〈a ; b〉. Pokud neplat́ı okrajová podmı́nka (4), znamená to, že
je třeba naj́ıt nové η, aby přibližně splňovalo nelineárńı rovnici

ϕ(η) = 0 , kde ϕ(η) = α1y1(b, η) + β1y2(b, η)− γ1 . (11)



Na hledáńı kořene funkce ϕ lze použ́ıt některou iteračńı metodu. Řešeńı pomoćı variačńıch proměnných usnadňuje aplikovat
Newtonovu metodu.

3) Odhad počátečńı hodnoty η oprav́ıme pomoćı Newtonovy metody vypoč́ıtáńım nové iterace ηNov ze staré hodnoty ηSt = η
následovně:

ηNov = ηSt − ϕ(ηSt)

ϕ′(ηSt)
. (12)

Dosad́ıme-li derivaci funkce ϕ(η), tj.
ϕ′(η) = α1p1(b, η) + β1p2(b, η)

do (12) bude:

ηNov = ηSt − α1y1(b, η
St) + β1y2(b, η

St)− γ1
α1p1(b, ηSt) + β1p2(b, ηSt)

. (13)

Kroky 1) – 3) provád́ıme tak dlouho, dokud dvě následuj́ıćı aproximace nejsou dostatečně bĺızké, ve smyslu
∣∣ηNov − ηSt

∣∣, tj. dokud neńı
pro η přibližně splněna okrajová podmı́nka (4). Pro takto źıskané η = ηNov řeš́ıme počátečńı úlohu jen pro 2 diferenciálńı rovnice (1),
(2) s podmı́nkami (5), (6).
Diskrétńı přibližné hodnoty funkćı y1 y2, źıskané např. RK–metodou v bodech děleńı xi, i = 0, . . . , N intervalu 〈a ; b〉, budou výsledným
přibližným řešeńım dané okrajové úlohy (1) – (4).
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