
PDR parabolického typu– implicitńı metoda śıt́ı (Crank-Nicolson)

Rovnice

Na množině D = {[x, t] : x ∈ 〈a; b〉, t ≥ 0} je dána PDR
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s počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) = ϕ(x) (2)

a okrajovými podmı́nkami
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C – N formule

Při řešeńı úlohy pomoćı formule Cranka–Nicolsonové (C–N) nejdř́ıve k daným krok̊um h ve směru osy x a k ve směru osy t vytvoř́ıme
śıt’ množiny D Dh,k s uzly [xi, tj], kde

a = x0 < x1 < · · · < xn = b , xi+1 = xi + h , h = 1
n

0 = t0 < t1 < · · · < tm = T , tj+1 = tj + k , k = T
m
.



Označ́ıme α =
k

2h2
, β =

k

4h
a k1 =

k

2
. Sestav́ıme soustavu diferenčńıch rovnic pro výpočet (j + 1)ńı časové vrstvy pomoćı C–N

schematu. Levou stranu rovnice (1) nahrad́ıme zpětnou diferenćı. Pravou stranu budeme aproximovat v (j + 1)ńı časové vrstvě tak, že
zpr̊uměrujeme aproximaci centrálńı diferenćı v (j + 1)ńı časové vrstvě a aproximaci centrálńı diferenćı v jté časové vrstvě, a dosad́ıme
odpov́ıdaj́ıćı hodnoty do funkce f(x, t, u).
Funkci f j+1

i (u) = f(xi, tj+1, u) linearizujeme stejně jako u implicitńıho schema pomoćı Taylorova polynomu 1. stupně
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Pro zjednodušeńı označ́ıme
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1. Okrajové podmı́nky (3) a (4) nahrad́ıme stejně jako v prvńım př́ıpadě pro implicitńı schema
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které dosad́ıme do prvńı a posledńı rovnice (6):
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Soustavu diferenčńıch rovnic pro výpočet (j + 1)ńı z jté časové vrstvy pomoćı C–N schematu zaṕı̌seme v maticovém tvaru pro
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kde matice A, typu (n− 1)× (n− 1),

A =



(d2)j+1
1 − 4(d1)j+1

1 pj+1(β1)j+1 (d3)j+1
1 + (d1)j+1

1 pj+1(β1)j+1 0 0

(d1)j+1
2 (d2)j+1

2 (d3)j+1
2 0

. . . . . . . . .

0 (d1)j+1
n−2 (d2)j+1

n−2 (d3)j+1
n−2

0 0 (d1)j+1
n−1 − (d3)j+1

n−1q
j+1(β2)j+1 (d2)j+1

n−1 + 4(d3)j+1
n−1q

j+1(β2)j+1


,

matice B, typu (n− 1)× (n+ 1),
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Potom uj+1 =
(
uj+1
0 , uj+1

1 , · · · , uj+1
n−1, u

j+1
n

)>
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2. Okrajové podmı́nky lze diskretizovat centrálńımi diferencemi pomoćı fiktivńıch uzl̊u tak, jako u jednoduché implicitńı formule.
Bude tedy platit
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Pomoćı (10) a (11) eliminujeme fiktivńı neznáme uj+1
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