PDR parabolického typu— implicitni metoda siti (Crank-Nicolson)

Rovnice
Na mnoziné D = {[z,t] : x € (a;b), t > 0} je ddna PDR
ou 0? ou
5 g(qf,t)agc2 I e(x,t)% + f(x,t,u) (1)
s pocatecni podminkou
u(z,0) = () (2)
a okrajovymi podminkami
ou
alu(a,t) + B1(t)z—(a,t) = 71(t) (3)
ou
a2u(b,t) + 62(t)z—(b,t) = 2(t) (4)

C — N formule

P1i feseni ulohy pomoci formule Cranka—Nicolsonové (C-N) nejdiive k danym krokum A ve sméru osy z a k ve sméru osy t vytvorime
sit mnoziny D Dy s uzly [x;,t;], kde
a =r9<r1<---<z,=0>, Tiy1 =%;+h, h=
0 :t0<t1<"'<tm:T, tj+1:tj+k’, k=

383 1=



, k k
Oznammea—%,ﬁ Eakl_?
schematu. Levou stranu rovnice (1) nahradime zpétnou diferenci. Pravou stranu budeme aproximovat v (j + 1)ni ¢asové vrstve tak, ze
zprumérujeme aproximaci centralni diferenci v (j 4+ 1)ni ¢asové vrstvé a aproximaci centralni diferenci v jté casové vrstve, a dosadime
odpovidajici hodnoty do funkce f(z,t,u).

Funkeci fijﬂ(u) = f(24,tj41, ) linearizujeme stejné jako u implicitniho schema pomoci Taylorova polynomu 1. stupné
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Tedy diskretizacni ndhrada pro C—N metodu bude

Sestavime soustavu diferen¢nich rovnic pro vypocet (j + 1)ni casové vrstvy pomoci C-N
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. a J+1 , A
(54“ a/gg-i—l) ]+11+ <1+2ag]+1 gu (UZ) UZ+1+( agi—l—l Beg-}—l) qur_ll _

. o . AR . . o . . o
= (agf—ﬁef)uf_l—l-(l — 2ayg] —k’laj(;’—u(uf)> wl+(ag] + Bel) ul,, +ki (fj“(uf) + @), i=1,...,n=1,j=0,...,m—1. (5)

Pro zjednoduSeni oznac¢ime
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a pro pravou stranu
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@0 = ot 3. = (1206~ ) ) = G )

FI(i) =k (77 (ud) + f ()
tedy

d1)7 T 4 (d2)7 T 4 (d3) Tl = (d4) !+ (d5)ul + (d6)ul,, + FI(i), i=1,..
z+1 71 7 Yi+1

zzl

1. Okrajové podminky (3) a (4) nahradime stejné jako v prvnim piipadé pro implicitni schema

1) o+ (617" 20+ 1 godt gt 1)+
(@)™ + PV Loty gt g™ = (1)
. 2)i+1 :
(@2) ult + % (Wl — 4wl 4 3uith) = (72)7
A 1 1 A
pii oznaceni pitl = It — vyjadifme ul ™, uit!

2h(al) — 3BT T T 2h(a2) + 3(B2)iH
up™ = pI T (4B + (B g 4 2h(y1) )

wh ™ = ¢ (4082 T — (B2) T, + 2h(y2) )
které dosadime do prvni a posledni rovnice (6):

(dl){ﬂugﬂ + (dQ){HU{H (dg)]ﬂ 0= (d4)1u0 (d5)1u1 (d6)1u2 + Fj<1) )

i=0,1,....m

n—1,7=0,....m—1.



(1753wl + (@2)70u) 5 + (d3), 5wl = (d4)), gl + (dB)) yuyy + (d6))yuf + F/(n—1), j=0,1,...,m.

Dostavame vyslednou rovnici proi=1,35=0,...,m

(=4 P (BT + (d2)17) wl T+ (TP BLYT + (d3)]T) w " = (d4)udt(dB)iu]+(d6)jud+FY (1) = (1)1 p T 2k (7)Y
a vyslednou rovnici proi=n—1,75=0,...,m.
((d1); 5 = @3y (B2)™) w) 5y + (4(d3), 5T (B2)! + (d2)353) w) s =
= <d4>{171“¥z72 + (d5)i71u{171 + (d6)3;1% + Fj(n —-1) - (d3>it119j+12h(’72)j+17
Soustavu diferen¢nich rovnic pro vypocet (j 4+ 1)ni z jté ¢asové vrstvy pomoci C-N schematu zapiSeme v maticovém tvaru pro

i+1 i+1\ T
ujl+ uj+)7

nezndmy vektor Uit! = (ui™, ... ul")

AU = Bu! + F/ (9)



kde matice A, typu (n — 1) x (n — 1),

(@2 — @B (@) + (@ (a1 0 0 I
(D™ (@2 (a3
A:
0 (d1)75 (d2)75% (d3)5%
_ 0 0 (A5 — @SB (@ + 4d3)h e (82)7+

matice B, typu (n — 1) x (n+ 1), _ . . .
(d4)7 (d5)7 (d6) 0 0

0 0 (d4), (d5),_y (d6)._,

a B = (FI(1) — (d1)I T p12n(y 1)+ Fi(i),... Fi(n— 1) — (d3)3 L 7 +12h(2)i1) | je vektor délky (n — 1).
Hodnoty ™ a ui*! dopoéitdme ze vztaht (7 ) a (8 ).

; i+1 41 i+1 i1\ - , . 2 .
Potom w/t! = (u{)+ VAR T u/™) " je hledany vektor v dalsf casové vrstve.



2. Okrajové podminky lze diskretizovat centralnimi diferencemi pomoci fiktivnich uzlu tak, jako u jednoduché implicitni formule.

Bude tedy platit ‘ . 4
— (Bl + 2h(al)ug™ + (B1)Huf ™ = 2R (y1)7H!

—(B2)" " + 2h(a2)ul ™ + (B2)T Tl = 2h(2)7 !

Rovnici (6)

(10)

(11)

(1)t + (d2)7 ™+ (d3) Tl = (dd)lul_, + (dB)Jul 4 (d6)lul,, + Fi(i), i=1,..n—1,j=0,...,m—1.

111 zz+

vyjaditve proi =0 a i =n ,

(dD et 4+ (d2) T 4+ (d3Y T = GY(0), j=0,1,...,m.
(A a4+ (@25t + (3wt = Gi(n), j=0,1,...
kde jsme polozili G7 (i) = (d4)u!_, + (d5)Iul + (d6)ul, , + FI(i).

zzl zz+1

Pomoci (10) a (11) eliminujeme fiktivni nezname v’ w/* . Dostdvdme vyslednou rovnici pro i = 0

(2h(d1)5™ (o) + (d2)57 (1Y) ™ + (BLY (AL + (d3)57) wi™ = GI(0)(BLY™ + 2h(dL)f (1), j=0,...

a vyslednou rovnici pro i = n

(B2)771 ()5 + (d3)i) unty + ((B2)1(d2)3t — 2h(a2)(d3)5H) ul™t = GY(n)(82)"*" — 2n(d3)iH (v2)*!, j=0,...



Soustavu diferenénich rovnic pro vypocéet (7 + 1)ni z jté ¢asové vrstvy pomoci C-N schematu zapiSeme v maticovém tvaru pro

neznamy vektor u/t! = (ué“, couitt )T,
AWt = Gj,

kde matice A je tfidiagondlni matice typu (n+ 1) x (n + 1)

[ 2h(d1)g" (ad) + (d2)g7 (817! (B1)7+ ((d1)p"" + (d3)5") 0 0 ]

i)™ d2)]™ d3)]™
1 1 1
A pu—
0 (d1)n5y (d2)n 5y (d3)n5y
i 0 0 (B2)7 ((d1)iF + (d3)i)  (B2)7*1(d2)f" — 2h(a2)(d3))"

G’ = (GI(0) (ALY + 2h(d1)F T (v1)7*, ..., GI(d), . .., GI(n)(B2)7*! — 2h(d3)£f1(72)j+1)T :



