
PDR parabolického typu– metoda śıt́ı

Rovnice

Na množině D = {[x, t] : x ∈ 〈a; b〉, t ≥ 0} je dána PDR

∂u

∂t
= g(x, t)

∂2u

∂x2
+ e(x, t)

∂u

∂x
+ f(x, t, u) (1)

s počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) = ϕ(x) (2)

a okrajovými podmı́nkami

α1u(a, t) + β1(t)
∂u

∂x
(a, t) = γ1(t) (3)

α2u(b, t) + β2(t)
∂u

∂x
(b, t) = γ2(t) (4)



Explicitńı metoda

Pro řešeńı metodou śıt́ı nejdř́ıve k daným krok̊um h ve směru osy x a k ve směru osy t vytvoř́ıme śıt’ Dh,k s uzly [xi, tj], kde

a = x0 < x2 < · · · < xn = b , xi+1 = xi + h , h = b−a
n

0 = t0 < t1 < · · · < tm , tj+1 = tj + k .

Přibližnou hodnotu řešeńı v uzlu [xi, tj] budeme značit uji , tedy

uji
∼= u(xi, tj) , i = 0, . . . , n , j = 0, 1, 2, . . . .

Dále označme
gji = g(xi, tj) , eji = e(xi, tj) , i = 0, . . . , n , j = 0, 1, 2, . . . .

Přibližné diferenčńı rovnice pro explicitńı metodu:

uj+1
i − uji
k

= gji
uji−1 − 2uji + uji+1

h2
+ eji

uji+1 − u
j
i−1

2h
+ f(xi, tj, u

j
i ) .

uprav́ıme na schema pro výpočet přibližných hodnot řešeńı v daľśıch časových vrstvách

uj+1
i = gji

k

h2
(uji−1 + uji+1) + eji k

uji+1 − u
j
i−1

2h
+

(
1− gji

2k

h2

)
uji + k f(xi, tj, u

j
i ) , i = 1, . . . , n− 1 , j = 0, 1, . . . .

uj+1
i =

(
gji
k

h2
− eji

k

2h

)
uji−1 +

(
1− gji

2k

h2

)
uji +

(
gji
k

h2
+ eji

k

2h

)
uji+1 + k f(xi, tj, u

j
i ) , i = 1, . . . , n− 1 , j = 0, 1, . . . .



Tedy, označ́ıme α =
k

h2
, β =

k

2h
. Krok h a krok k voĺıme tak, aby metoda byla stabilńı. Kdy je metoda stabilńı určujeme pro každou

úlohu zvlášt’, v závislosti na funkćıch g, e, f a počátečńıch podmı́nkách.
Označ́ıme-li dále f(xi, tj, u

j
i ) = f j

i , je

uj+1
i =

(
gjiα− e

j
i β
)
uji−1 +

(
1− 2αgji

)
uji +

(
gjiα + eji β

)
uji+1 + k f j

i , i = 1, . . . , n− 1, j = 0, 1, . . . . (5)

Využijeme znalosti přesných hodnot řešeńı v uzlových bodech, které již známe z počátečńı podmı́nky (2)

u0i = u(xi, 0) = ϕ(xi) , i = 0, . . . , n .

Označ́ıme (β1)j = β1(tj) , (β2)j = β2(tj) , (γ1)j = γ1(tj), (γ2)j = γ2(tj) .

Okrajové podmı́nky (3) a (4) nahrad́ıme s přesnost́ı O(h2) takto:

(α1)uj0 +
(β1)j

2h
(−3uj0 + 4uj1 − u

j
2) = (γ1)j

(α2)ujn +
(β2)j

2h
(ujn−2 − 4ujn−1 + 3ujn) = (γ2)j

a po úpravě dostáváme

uj0 =
(β1)j (−4uj1 + uj2) + 2h(γ1)j

2h(α1)− 3(β1)j
(6)



ujn =
(β2)j (4ujn−1 − u

j
n−2) + 2h(γ2)j

2h(α2) + 3(β2)j
(7)

Explicitńı lineárńı algebraické vztahy (5) lze vyjádřit maticově

Uj+1 = Ajuj + kFj , (8)

kde pomocný vektor Uj+1 =
(
uj+1
1 , . . . , uj+1

n−1
)>

, Fj = (f j
1 , . . . , f

j
n−1) jsou vektory délky (n− 1) a matice Aj, typu (n− 1)× (n+ 1),

Aj =


(gj1α− e

j
1β) (1− 2αgj1) (gj1α + ej1β) 0

. . . . . . . . .

0 (gjn−1α− e
j
n−1β) (1− 2αgjn−1) (gjn−1α + ejn−1β)

 .

Zbylé krajńı souřadnice hodnoty uj+1
0 a uj+1

n hledaného vektoru v (j+ 1)ńı časové vrstvě uj+1 =
(
uj+1
0 , uj+1

1 , · · · , uj+1
n

)>
se dopoč́ıtaj́ı

z okrajových podmı́nek ze vztah̊u (6) a (7) pro j:=j+1.


