PDR parabolického typu— implicitni metoda siti

Rovnice

Na mnoziné D = {[z,t] : « € (a;b), t > 0} je ddna PDR

s pocateéni podminkou

a okrajovymi podminkami

2
% = g(l‘,t) gxa I 6(1',15)% + f(iL',t,U)
u(z,0) = ¢(x)
. " ou _ 1
alu(a,t) + FL(t)5-(a,t) = Y1(1)

a2u(b,t)+ﬁ2(t)%(b,t) = ¥2(t)



Jednoducha implicitni formule

Nejdifve k danym krokum A ve sméru osy z a k ve sméru osy ¢ vytvorime sit Dy s uzly [x;,¢;], kde

0 :t0<t1<"'<tm:T, tj+1:tj+k7 k:%
. k
Oznacime o = 72 B = o . Sestavime soustavu diferen¢nich rovnic pro vypocet (j+ 1)ni ¢asové vrstvy pomoci jednoduchého implicitn{

schématu. Levou stranu rovnice (1) nahradime zpétnou diferenci. Pravou stranu budeme aproximovat v (j+ 1)nf ¢asové vrstve, pricemz
druhou prostorovou derivaci i prvni prostorovou derivaci nahradime centralnimi diferencemi.

Funkci ff ) = f (i, tj41,u) linearizujeme pomoci Taylorova polynomu 1. stupné

j+1
1, s o eidls g f i1 .
F ) = 7 ) + S () (@l - )
Tedy diskretiza¢ni ndhrada pro implicitni metodu bude
Wt i1 ujJrll — Tt + ujj_rll 1 u]j_rll = ujjll 1, 8f.j+1 . i1 .
% =% e te — o+ () + == () (g — ),

1=1,....n—1,5=0,...,m—1.

Po dpravé dostavame

. . . . . . J+1 .
ul — ud = gl 2l 4 ulfd) + Bel ulfd — ulth) + b I ) + R OT— )@ — ud),

7



t.

fj-i-l

(Bel™ - agl*™) J“+(1+2agf“ k%wz)) Wt + (—ag* - ﬁez“)uzi%=<1— Ay >)u +RN), )

i=1,...,n—1,7=0,....,m—1.
Pro zjednoduseni ozna¢ime

(A1) = (Be]™ —agl™), (d2)]"" =1+ 2ag]"" -

Fj(i)=<1— 2 >> ul + k57 ()

tedy

afjJrl

B (u]), (d3)I™ = —ag/™ — Bel™,

2

()t 4 (@2)7 Mt 4 (d3) Mt = FiG), i=1,..n—1,j=0,...,m— L

1. Jedna z moznosti je nahradit okrajové podminky (3) a (4) (s piesnosti O(h?)) takto

1) it (BL)7* _adt 4 g — it )i+
(O‘)Uo +—2h ( Uy  +4u uy ) = (71)

(827!

2) L

(s — 2+ 3uit) = (12)7*,

n

po tupravé dostavame ' ' - - '
(2h(al) = 3(B1)7*) wg™ + 4(B1Y M ultt — (B1) g™ = 2R(y1)H



(2h(a2) +3(B2) ) uft — 4(B2) MWl + (B2 ult, = 2h(y2)7H (8)
: 1 , 1 : :
3 % Gl gL 8 & S\ad J+L g+
Dale oznac¢ime p/ ™' = Dh{ad) = 3B ¢ = oh(a2) + 3(B2) a vyjaditme uy' , u)
wp' = p (4B T+ (BT + 2h(y1)H) (9)
a . . . 3 . .
W™ = ¢ (4082 T — (B2)H T, + 2h(y2) ) (10)

které dosadime do prvni a posledni rovnice (6):
(d1)I ™ 4 (d2) i T 4 (d3)Y T = FI(1), j=0,1,...,m.
(d1Y 2t 4 (@2l + (@3 i = Fi(n—1), j=0,1,...,m.
Dostavame vyslednou rovnici pro i = 1

(=4 B + (@217 wi T+ (AT (BT + (@31 w T = FY(L) - (A1) TP 2R( )T, =0, m

a vyslednou rovnici proi =n — 1

(—(@3)5 ¢ (B2 + (d1)55)) whts + (4(d3) 01 (B2)7H + (d2)05)) wlty = Fi(n — 1) — (d3)5 ¢ 20(72)!, 5 =0,...,m.
Soustavu diferenénich rovnic pro vypocet (j+ 1)ni z jté ¢asové vrstvy pomoci jednoduchého implicitniho schématu zapiseme v ma-

" 2 2. .2 ; i+1 i+1\ T
ticovém tvaru pro neznamy vektor U/t! = (u]fr - ,uffl) ,



AU = F

kde matice A je t¥idiagonalni typu (n — 1) x (n — 1)

[ (d2)17 — 4(d1)i (81 (d3)]T 4 (d1)] T p (1)
(d1)j™ (d2)3"
A—
(d1)555
i 0

(d2),5 (d3),5
(A5 — (d3), 5y T (B2)+ (d2)355 + 4(d3), g+ (B2)

Fi = (FY(1) — (d1)iT'pit12h(y1)i+L . Fi(i), ..., Fi(n — 1) — (d3)5H g7+12h(2)i+1)

Hodnoty )™ a ui*! dopoéitdme ze vztaht (9 ) a (10 ).

j j+1 1 i+l 1) | . 20 = . .
Potom w* = (u)™, u]™, -+ w7}, ult)  je hledany vektor v dalif ¢asové vrstve.

(11)




2. Okrajové podminky lze také diskretizovat centralnimi diferencemi pomoci fiktivnich bodu x_1, 2,1 (rovnéz s piesnosti O(h?))

(&1) uj+1 + (ﬂl)jJrl (uj+1 u]Jrl) (71)j+1

0 2h 1
. o)l .
(@)t + P20 ptt i) = (v

po upravé dostavame o :
—(BL) N+ 2h(al)uy ™ + (B1H g = 2h(y1)H

—(B2)" T + 2h(02)ul™ + (B2)7 Tty = 2h(72)"
Rovnici (6) vyjadiive proi =0 a i =n :

(dl)]+1 ]+1 (d2)]+1 Jj+1 (d3)]+1 J+1 F](O) 7 ] _ O, 17 N

°

(15 5 + (23 )™ + () s = Fi(n), j=0,1,...,m.

a pomoci (12) a (13) eliminujeme fiktivni nezndme u’™', uf:rll :

Dostavame vyslednou rovnici pro ¢ = 0

(2(d1)™ (@1) + (2§ (BLPH) wf™ + (1Y (A1) + (d3)H) ui™ = FI(0)(BLY + 2h(d1)™ (1), j=0,...

a vyslednou rovnici pro i = n

(B2) (1) + (d3)i) wnty + (B2 (d2)3 — 2h(a2)(d3)i™) wit! = F¥(n)(B2)"" — 2h(d3),H (v2)™*, j=0,...

(12)

(13)



Soustavu diferenénich rovnic pro vypocet (j+ 1)ni z jté ¢asové vrstvy pomoci jednoduchého implicitniho schématu zapiseme v ma-

5 , . 3 i+1 3 T
ticovém tvaru pro nezndmy vektor wt! = (u)*, ... uit) |

Aw ™ = F7 (14)
kde matice A je tfidiagonalni matici typu (n + 1) x (n + 1)

[ 20(d1)5 (ad) + (@2)FH (AL (B1YF ((d1))T + (d3))™) 0 0 |
(d1)j™ (d2)i™ (d3)i*™
A—
0 (A3t (d2)345 (d3)255
I 0 0 (827 ((@L)3H + (d3)5h)  (B2)+1(d2)5 — 2h(a2)(d3)it! |

Fi = (FJ'(O)(ﬁl)j—kl + 2h(d1)6+1(71)j+1, o ,Fj(i), o Fj(n)(ﬁQ)jH _ 2h(d3)%+1(72)j+1)—|— '



