
PDR parabolického typu, metoda predictor – corrector

Rovnice

Na množině D = {[x, t] : x ∈ 〈a; b〉, t ≥ 0} je dána PDR

∂u

∂t
= g(x, t)

∂2u

∂x2
+ e(x, t)

∂u

∂x
+ f(x, t, u) (1)

s počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) = ϕ(x) (2)

a okrajovými podmı́nkami

α1u(a, t) + β1(t)
∂u

∂x
(a, t) = γ1(t) (3)

α2u(b, t) + β2(t)
∂u

∂x
(b, t) = γ2(t) (4)

Formule predictor – corrector

Nejdř́ıve k daným krok̊um h ve směru osy x a k ve směru osy t vytvoř́ıme śıt’ Dh,k s uzly [xi, tj], kde

a = x0 < x1 < · · · < xn = b , xi+1 = xi + h , h = b−a
n

0 = t0 < t1 < · · · < tm = T , tj+1 = tj + k , k = T
m
.



Přibližnou hodnotu řešeńı v uzlu [xi, tj] budeme značit uji , tedy

uji
∼= u(xi, tj) , i = 0, . . . , n .

Označ́ıme α =
k

h2
, β =

k

2h
, gji = g(xi, tj) , eji = e(xi, tj) a f(xi, tj, u

j
i ) = f j

i , i = 0, . . . , n .

V metodě predictor–corrector pro výpočet j + 1 časové vrstvy, tj. hodnot uj+1
i , i = 0, . . . , n , využijeme nejdř́ıve explicitńı formuli.

Vypočtené hodnoty explicitńı metodou označ́ıme ūj+1
i . Tuto prvńı část nazýváme ”predictorem”.

Tedy
ūj+1
i =

(
gjiα− e

j
i β
)
uji−1 +

(
1− 2αgji

)
uji +

(
gjiα + eji β

)
uji+1 + k f j

i , i = 1, . . . , n− 1, (5)

kde u0i = u(xi, 0) = ϕ(xi) , i = 0, . . . , n .
Zbylé krajńı souřadnice hodnoty ūj+1

0 a ūj+1
n neńı třeba dopoč́ıtávat.

Druhou část výpočtu přibližných hodnot uj+1
i nazýváme ”correctorem”. Zde již vypočtené hodnoty ūj+1

i , i = 1, . . . , n−1, oprav́ıme
jednoduchou implicitńı formuĺı. Dosazeńım hodnot ūj+1

i do funkce f dostaneme aproximaci hodnoty f(xi, tj+1, u
j+1
i ) v implicitńı metodě

a neńı třeba provádět linearizaci funkce f .
Označme f j+1

i (ūj+1
i ) = f(xi, tj+1, ū

j+1
i ), dostáváme diskretizačńı náhradu

uj+1
i − uji
k

= gj+1
i

uj+1
i−1 − 2uj+1

i + uj+1
i+1

h2
+ ej+1

i

uj+1
i+1 − u

j+1
i−1

2h
+ f j+1

i (ūj+1
i ) , i = 1, . . . , n− 1 .

Tedy
(βej+1

i − αgj+1
i )uj+1

i−1 +
(
1 + 2αgj+1

i

)
uj+1
i +

(
−αgj+1

i − βej+1
i

)
uj+1
i+1 = uji + k f j+1

i (ūj+1
i ), i = 1, . . . , n− 1 . (6)

Pro zjednodušeńı označ́ıme: (d1)j+1
i = (βej+1

i − αgj+1
i ), (d2)j+1

i = 1 + 2αgj+1
i , (d3)j+1

i = −αgj+1
i − βej+1

i , F̄ j(i) = uji + k f j+1
i (ūj+1

i ),



tedy
(d1)j+1

i uj+1
i−1 + (d2)j+1

i uj+1
i + (d3)j+1

i uj+1
i+1 = F̄ j(i) , i = 1, . . . n− 1 . (7)

Okrajové podmı́nky (3) a (4) diskretizujeme takto

(α1)uj+1
0 +

(β1)j+1

2h
(−3uj+1

0 + 4uj+1
1 − uj+1

2 ) = (γ1)j+1

(α2)uj+1
n +

(β2)j+1

2h
(uj+1

n−2 − 4uj+1
n−1 + 3uj+1

n ) = (γ2)j+1 ,

Stejně jako u implicitńı metody označ́ıme pj+1 =
1

2h(α1)− 3(β1)j+1
, qj+1 =

1

2h(α2) + 3(β2)j+1
a vyjádř́ıme uj+1

0 , uj+1
n

uj+1
0 = pj+1

(
−4(β1)j+1uj+1

1 + (β1)j+1uj+1
2 + 2h(γ1)j+1

)
(8)

a
uj+1
n = qj+1

(
4(β2)j+1uj+1

n−1 − (β2)j+1uj+1
n−2 + 2h(γ2)j+1

)
, (9)

které dosad́ıme do prvńı a posledńı rovnice (7):

(d1)j+1
1 uj+1

0 + (d2)j+1
1 uj+1

1 + (d3)j+1
1 uj+1

2 = F̄ j(1) ,

(d1)j+1
n−1u

j+1
n−2 + (d2)j+1

n−1u
j+1
n−1 + (d3)j+1

n−1u
j+1
n = F̄ j(n− 1)

Dostáváme výslednou rovnici pro i = 1(
−4(d1)j+1

1 pj+1(β1)j+1 + (d2)j+1
1

)
uj+1
1 +

(
(d1)j+1

1 pj+1(β1)j+1 + (d3)j+1
1

)
uj+1
2 = F̄ j(1)− (d1)j+1

1 pj+12h(γ1)j+1 .



a výslednou rovnici pro i = n− 1(
−(d3)j+1

n−1q
j+1(β2)j+1 + (d1)j+1

n−1
)
uj+1
n−2 +

(
4(d3)j+1

n−1q
j+1(β2)j+1 + (d2)j+1

n−1
)
uj+1
n−1 = F̄ j(n− 1)− (d3)j+1

n−1q
j+12h(γ2)j+1 .

Soustavu diferenčńıch rovnic pro výpočet (j + 1)ńı z jté časové vrstvy pomoćı jednoduchého implicitńıho schématu zaṕı̌seme

v maticovém tvaru pro neznámý vektor Uj+1 =
(
uj+1
1 , . . . , uj+1

n−1
)>

,

AjUj+1 = F̄j (10)

kde tř́ıdiagonálńı matice Aj je typu (n− 1)× (n− 1)

Aj =



(d2)j+1
1 − 4(d1)j+1

1 pj+1(β1)j+1 (d3)j+1
1 + (d1)j+1

1 pj+1(β1)j+1 0 0

(d1)j+1
2 (d2)j+1

2 (d3)j+1
2 0

. . . . . . . . .

0 (d1)j+1
n−2 (d2)j+1

n−2 (d3)j+1
n−2

0 0 (d1)j+1
n−1 − (d3)j+1

n−1q
j+1(β2)j+1 (d2)j+1

n−1 + 4(d3)j+1
n−1q

j+1(β2)j+1


,

F̄j =
(
F̄ j(1)− (d1)j+1

1 pj+12h(γ1)j+1, . . . , F̄ j(i), . . . , F̄ j(n− 1)− (d3)j+1
n−1q

j+12h(γ2)j+1
)>

.

Hodnoty uj+1
0 a uj+1

n dopoč́ıtáme ze vztah̊u (8 ) a (9 ).

Potom uj+1 =
(
uj+1
0 , uj+1

1 , · · · , uj+1
n−1, u

j+1
n

)>
je hledaný vektor v daľśı časové vrstvě.


