
PDR parabolického typu – metoda př́ımek

Rovnice

Na množině D = {[x, t] : x ∈ 〈a; b〉, t ≥ 0} je dána PDR

∂u

∂t
= g(x, t)

∂2u

∂x2
+ e(x, t)

∂u

∂x
+ f(x, t, u) (1)

s počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) = ϕ(x) (2)

a okrajovými podmı́nkami

α1u(a, t) + β1(t)
∂u

∂x
(a, t) = γ1(t) (3)

α2u(b, t) + β2(t)
∂u

∂x
(b, t) = γ2(t) (4)



Metoda př́ımek

Na intervalu 〈0, 1〉 vytvoř́ıme śıt’

0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 , xi+1 = xi + h, i = 0, . . . , n , n =
1

h
.

Označme v každém bodě xi přibližnou funkci ui(t) ∼= u(xi, t) pro t ∈ 〈0, T 〉. Provedeme-li diskrétńı náhradu PDR (1) v bodě xi a pro
t ∈ 〈0, T 〉 , dostaneme soustavu n− 1 obyčejných diferenciálńıch rovnic (ODR):

u′i(t) = gi(t)
ui−1(t)− 2ui(t) + ui+1(t)

h2
+ ei(t)

ui+1(t)− ui−1(t)
2h

+ f(xi, t, ui(t)) , t ∈ 〈0, T 〉, i = 1, . . . , n− 1 (5)

kde po úpravě bude

u′i(t) =
2gi(t)− hei(t)

2h2
ui−1(t)−

2gi(t)

h2
ui(t) +

2gi(t) + hei(t)

2h2
ui+1(t) + f(xi, t, ui(t)) , t ∈ 〈0, T 〉, i = 1, . . . , n− 1. (6)

Pro zjednodušeńı označ́ıme

(d1)i(t) =
2gi(t)− hei(t)

2h2
, (d2)i(t) = −2gi(t)

h2
, (d3)i(t) =

2gi(t) + hei(t)

2h2
,

tedy
u′i(t) = (d1)i(t)ui−1(t) + (d2)i(t)ui(t) + (d3)i(t)ui+1(t) + f(xi, t, ui(t)) , i = 1, . . . n− 1 . (7)



Z okrajových podmı́nek dostaneme daľśı dvě rovnice

α1u0(t) + β1(t)
∂u

∂x
(x0, t) = γ1(t) (8)

α2un(t) + β2(t)
∂u

∂x
(xn, t) = γ2(t) (9)

Diskretizovat podmı́nky (8) a (9) je možno dvěma daľśımi algebraickým rovnicemi, které svazuj́ı neznámé funkce ui(t) ∼= u(xi, t) .

α1u0(t) +
β1(t)

2h
(−3u0(t) + 4u1(t)− u2(t)) = γ1(t) ⇒ u0(t) =

β1(t)(u2(t)− 4u1(t)) + 2hγ1(t)

2h(α1)− 3β1(t)
(10)

α2un(t) +
β2(t)

2h
(un−2(t)− 4un−1(t) + 3un(t)) = γ2(t) ⇒ un(t) =

β2(t)(4un−1(t)− un−2(t)) + 2hγ2(t)

2h(α2) + 3β2(t)
(11)

Dále je vhodné označeńı: p1(t) =
1

2h(α1)− 3β1(t)
, p2(t) =

1

2h(α2) + 3β2(t)
a r1(t) = β1(t)(p1)(t), r2(t) = β2(t)(p2)(t) .

Vylouč́ıme-li neznámé funkce u0(t) a un(t) jejich dosazeńım do prvńı a posledńı rovnice (7), tj. do rovnic

u′1(t) = (d1)1(t)u0(t) + (d2)1(t)u1(t) + (d3)1(t)u2(t) + f(x1, t, u1(t)), (12)

u′n−1(t) = (d1)n−1(t)un−2(t) + (d2)n−1(t)un−1(t) + (d3)n−1(t)un(t) + f(xn−1, t, un−1(t)) , (13)

dostaneme výslednou prvńı a (n− 1)ńı rovnici:

u′1(t) = ((d2)1(t)− 4(d1)1(t)(r1)(t)) u1(t) + ((d1)1(t)(r1)(t) + (d3)1(t)) u2(t) + F (1)(t) , (14)

u′n−1(t) = ((d1)n−1(t)− (d3)n−1(t)(r2)(t))un−2(t) + ((d2)n−1(t) + 4(d3)n−1(t)(r2)(t)) un−1(t) + F (n− 1)(t) , (15)



kde F (1)(t) = f(x1, t, u1(t)) + (d1)1(t)(p1)(t)2hγ1(t) a F (n− 1)(t) = f(xn−1, t, un−1(t)) + (d3)n−1(t)(p2)(t)2hγ2(t).

Rovnice (14), (15) spolu s (7) pro i = 2, . . . n − 2 tvoř́ı soustavu n − 1 obyčejných diferenciálńıch rovnic. Z počátečńıch podmı́nek
dostaneme počátečńı podmı́nky pro výše zapsanou soustavu n− 1 rovnic:

ui(0) = ϕ(xi) i = 1, . . . , n− 1 .

Soustavu spolu s těmito počátečńımi podmı́nkami můžeme řešit např. některou z Rungových-Kuttových metod.
Přibližné hodnoty funkce u0(t) , a un(t) , v diskrétńıch bodech tj lze dopoč́ıtat z okrajových podmı́nek (10) a (11). (Poznámka. Soustavu
(7) a (10), (11), tj. n+ 1 algebro-diferenciálńıch rovnic (DAE).
spolu s počátečńımi podmı́nkami můžeme také řešit př́ımo některou z implicitńıch metod pro přibližné řešeńı DAE.)

Přibližné hodnoty funkce u0(t) , a un(t) , v diskrétńıch bodech tj lze dopoč́ıtat z okrajových podmı́nek (10) a (11).


