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1 Extrémy funkćı reálných proměnných (volný extrém)

1.1 Fitováńı experimentálńıch dat (rovnováha kapalina-pára)

Krásnou ukázkou neomezené nelineárńı optimalizace je fitovańı modelu na experimentálńı data. Při
mnoha aplikaćıch v chemickém inženýrstv́ı je potřeba znalost rovnováhy mezi kapalinou a párou. Pro
binárńı směsi, které se nechovaj́ı ideálně lze tuto rovnováhu popsat pomoćı van Laarova modelu:
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kde pro každou složku i máme pi parciálńı tlak, psat
i tlak nasycených par a xi, yi molárńı zlomek

v kapalné a plynné fázi. Parametry A12, A21 jsou př́ıslušné van Laarovy koeficienty charakterizuj́ıćı
danou binárńı směs. Tyto koeficienty lze pro porovnáńı nalézt také v mnoha tabulkách (Gmehling,
1981) [1]. Pro celkový tlak tedy muśı platit:
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Závislost tlaku nasycených par na teplotě popisuje např́ıklad z Antoinova rovnice:

log(psat
i ) = A− B

C + T
, (7)

kde př́ıslušné koeficienty A, B, C lze nalézt na http://uchi.vscht.cz/uploads/etabulky/antoine.
html.

Vašim úkolem bude nalézt van Laarovy koeficienty pro binárńı směsi za konstantńıho tlaku:

1. heptan-oktan

2. benzen-toluen

3. ethanol-n-butanol

4. ethanol-furfural
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5. ethanol-voda

6. methanol-voda

Př́ıslušné experimentálńı data jsou dostupné na: http://uchi.vscht.cz/index.php/cs/studium/
navody-a-pomucky/e-tabulky, nebo př́ıpadně v př́ıloze zadáńı. Data uváděj́ı složeńı kapalné a parńı
fáze v rovnováze za atmosférického tlaku.

Úlohu řešte jako problém nelineárńı optimalizace, kdy objektovou funkci definujeme pomoćı rozd́ılu
čtverc̊u odchylek mezi modelem a experimentálńımi daty.

f(x,A12, A21) =
N∑

j=1
(ymodel(xj , A12, A21)− yexp(xj))2, (8)

kde xj jsou molárńı zlomky složky 1 v kapalné fázi a ymodel, yexp př́ıslušné molárńı zlomky složky 1 v
parńı fázi.

Při výpočtu je nutné znát teplotu varu směsi, tu odhadněte pomoćı vztahu (6), kde celkový tlak
bude p = 101325 Pa, řešte metodou p̊uleńı interval̊u mezi teplotami varu čistých složek.

Úkoly:

1. Nalezněte minimum objektové funkce pomoćı Newtonovy nebo Gradientńı metody.

2. Jako počátečńı nástřel volte [A12, A21] = [1, 1].

3. Uved’te jejich výhody a nevýhody a vyzkoušejte použit́ı obou metod zároveň.

4. Výslednou odchylky fitováńı modelu od experimentálńıch dat srovnejte s fitováńım pomoćı po-
lynomu 3. a 6. řádu. A výsledky zobrazte v diagramu x-y.

Pozn. Pozornost věnujte zejména rovnováze methanol-voda, ethanol-furfural a benzen-toluen, oko-
mentujte jak dobře konverguje Newtonova, Gradientńı metoda a jejich kombinace v těchto př́ıpadech.

1.2 Optimalizace modelu lyofilizace

Lyofilizace je alternativńı metodou sušeńı pro látky, které se při zvýšené teplotě mohou znehodnocovat.
Své uplatněńı tak nacháźı předevš́ım ve farmacii a potravinářském pr̊umyslu. Materiál je při tomto
procesu ochlazen na ńızkou teplotu a za sńıženého tlaku docháźı k sublimaci zmrzlého rozpouštědla.

Různé materiály se vyznačuj́ı r̊uznou kinetikou sušeńı, my si nyńı definujeme jednoduchý mo-
del lyofilizace a pokuśıme se z experimentálńıch dat určit parametry modelu. Lyofilizace se obvykle
provád́ı v malých vialkách umı́stěných po skupinách v lyofilizátoru. Prvńı aproximaćı procesu je, že
led sublimuje postupně po vrstvách a daný časový okamžik prob́ıhá transport hmoty pouze na ploše
definované pr̊uřezem vialky. Hybnou silou sublimace je rozd́ıl tlak̊u nasycených par a okolńıho tlaku.
Diferenciálńı hmotnostńı bilanci lyofilizace pak můžeme zapsat jako:

dm

dt
= Ap

psat − p0
Rp(h) , (9)

kde Ap je plocha vnitřńıho pr̊uřezu vialky, psat tlak nasycených par, p0 okolńı tlak a Rp(h) je odpor již
suchého materiálu v̊uči transportu hmoty, záviśı tedy na aktuálńı pozici rozhrańı ledu a již suchého
materiálu. Rp(h) očekáváme v následuj́ıćım tvaru:

Rp(h) = R0 + A1h

1 +A2h
, (10)

parametry R0, A1, A2 ≥ 0 definuj́ı rychlost a pr̊uběh sublimace. Teplo spotřebované na skupenskou
přeměnu je dodáváno z podložky udržované při konstantńı teplotě, enthalpická bilance tedy bude
vypadat následovně:

dH

dt
= ∆Hsub

dm

dt
−AvKv(x)(Ts − T ), (11)
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kde ∆Hsub je enthalpie sublimace, Av je plocha vněǰśıho pr̊uřezu vialky, Ts teplota podložky, T aktuálńı
teplota a Kv koeficient prostupu tepla z podložky, přes mrzlou část materiálu, až k rozhrańı:

Kv(x) =
( 1
kv

+ hmax − h
keff

)
, (12)

kde hmax je celková výška vrstvy, kv koeficient přestupu tepla z podložky a keff efektivńı vodivost
zmrzlého materiálu. Celou vialku si rozděĺıme na n vrstev, a pro sublimaci každé vrstvy budeme
předpokládat ustálený stav, to znamená, že se celá vrstva bude odpařovat při konstantńı rychlosti
odparu a výška h bude středńı hodnota poloh okraj̊u vrstvy. Pro rovnici (11) tak plat́ı:

dH

dt
= 0, (13)

a tato rovnice zároveň určuje i teplotu.

Úkoly:

1. Naimplementujte model pro parametry uvedené v tabulce (1)

2. Tlak nasycených par je dán experimentálńı korelaćı, kterou najdete v přiloženém souboru. V
tomto souboru jsou také data lyofilizačńıho experimentu (změna teploty a hmotnosti s časem).
Experiment byl proveden za shodných podmı́nek s paramtery modelu.

3. Vaš́ım úkolem je pro daný experiment nalézt parametry R0, A1, A2, tak aby model fitoval co
nejlépe uvedená data. Jako objektovou funkci použijte sumu čtverc̊u odchylek mezi měřenou
teplotou nebo hmotnost́ı vzorku.

4. Optimalizaci proved’te vámi nadefinovanou optimalizačńı metodou.

5. Porovnejte vhodnost gradientńı, Newtonovy metody a simplexové, relaxačńı metody.

6. Jaká látka byla pravděpodobně sušena? Porovnejte źıskané parametry odporu s tabulkou (2).

Tabulka 1: Hodnoty parametr̊u modelu Lyofilizace

dp 1,8 cm vnitřńı poloměr vialky
dv 2,0 cm vněǰśı poloměr vialky
p0 0.05 torr celkový tlak
psat viz. excel torr tlak nasycených par
Ts 273.15 K teplota podložky
∆Hsub 680 cal g−1 entalpie sublimace
keff 0.059 cal cm−1 s−1 K−1 effektivńı vodivost
kv 0.004 cal cm−2 s−1 K−1 koeficient přestupu tepla
ρroztok 1.0 g ml−1 hustota roztoku
ρrozp. látka 1.5 g ml−1 hustota rozp. látky
ρled 0.918 g ml−1 hustota ledu
crozp. latka 0.2 g (mlroztoku)−1 koncentrace rozp. látky
Vroztok 5 ml objem roztoku

Tabulka 2: Typické hodnoty parametr̊u odporu pro některé materiály

Látka R0 A1 A2
Povidon 1.1 5 0

Sacharóza 2.3 5.3 0.7
Mannitol 3.9 10 0.3
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2 Extrémy funkćı reálných proměnných (extrém s omezeńım, vázaný
extrém)

2.1 Opakovaná extrakce s lineárńı a nelineárńı rovnováhou

Metodu Lagrangeových multiplikátor̊u lze s výhodou aplikovat na stupňovité procesy, kde výstup z
jednoho stupně slouž́ı zároveň jako vstup do stupně daľśıho. Klasickým př́ıkladem takového procesu
je opakovaná extrakce. Naš́ım úkolem bude co nejvýhodněji extrahovat složku A z rozpouštědla B
pomoćı extrakčńıho činidla C. Uvažujme n stupňovitý kontinuálńı proces (Obr. 1) s rovnovážnými
stupni a předpokládejme vzájemnou nemı́sitelnost rozpouštědel. Obsah extrahované složky vyjádř́ıme
pomoćı relativńıch zlomk̊u:

Xi =
ṁ

(B)
i,A
ṁB

, Zi =
ṁ

(C)
i,A

ṁi,C
, qi = ṁi,C (14)

kde ṁ(B)
i,A , ṁ(C)

i,A je hmotnostńı tok látky A v př́ıslušné fázi a ṁB, ṁi,C hmotnostńı toky rozpouštědel.
Hmotnostńı tok extrakčńıho činidla v i-tém stupni si označme jako qi. V každém stupni muśı platit

Obrázek 1: Schéma opakované extrakce

hmotnostńı bilance:
ṁB(Xi−1 −Xi) = qiZi = qif(Xi), (15)

kde Zi = f(Xi) udává rovnováhu mezi fázemi, zat́ım budeme uvažovat lineárńı rovnováhu tedy Zi =
f(Xi) = kXi. Zbývá určit hmotnostńı proudy extrakčńıho činidla qi, tak abychom maximalizovali zisk
daný následuj́ıćı objektovou funkćı:

p(X, q) = αṁB

n∑
i=1

(Xi−1 −Xi)− β
n∑

i=1
qi = αṁB(X0 −Xn)− β

n∑
i=1

qi, (16)

kde α je cena extraktu a β cena extrakčńıho činidla. Pro zjednodušeńı objektovou funkci poděĺıme
αṁB:

p′(X, q) = p

αṁB
= (X0 −Xn)− β′

n∑
i=1

qi, kde β′ = β

αṁB
. (17)

Z rovnice (15) si po drobné úpravě vyjádř́ıme vazby:

gi : Xi−1
1 + k′qi

−Xi = 0, kde k′ = k

ṁB
. (18)

Nyńı si ukážeme, že zavedeńım Lagrangeových multiplikátor̊u lze celý optimalizačńı problém
převést na jednoduchou soustavu nelineárńıch rovnic řešitelnou Newtonovou metodou. Lagrangeova
funkce bude ve tvaru:

F = X0 −Xn − β′
n∑

i=1
qi +

n∑
i=1

λi

(
Xi−1

1 + k′qi
−Xi

)
. (19)

V bodě extrému muśı být parciálńı derivace Lagrangeova funkce nulové tedy pro i = 1 . . . n muśı
platit:

∂F

∂Xi
= 0, ∂F

∂qi
= 0, ∂F

∂λi
= 0. (20)
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∂F

∂Xi
= −λi + λi+1

1
1 + k′qi+1

, (21)

∂F

∂Xn
= −1− λn (22)

∂F

∂qi
= −β′ − λik

′ Xi−1
(1 + k′qi)2 , (23)

∂F

∂λi
= Xi−1

1 + k′qi
−Xi. (24)

Úkoly:

1. Najděte optimálńı spotřebu rozpouštědla pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u pro hodnoty
parametr̊u uvedené v tabulce (3)

2. Odvod’te parciálńı derivace Lagrangeovy funkce pro obecně nelineárńı rovnováhu

3. Najděte optimálńı spotřebu rozpouštědla pro rovnováhu Zi = f(Xi) =
√
Xi

Tabulka 3: Hodnoty parametr̊u

N 10
X0 0.1 [-]
k 5 [-]
ṁB 5 kg s−1

α 200 Kč kg−1

β 30 Kč kg−1

2.2 Optimalizace reaktoru pomoćı BFGS metody

Jednou z nejpouž́ıvaněǰśıch kvazi-Newtonových metod je BFGS metoda, která zač́ıná jako metoda
gradientńı a postupně přecháźı na metodu Newtonovu. Výhodou je, že Hessova matice je poč́ıtána
postupnými iteracemi pouze z prvńıch derivaćı.

BFGS algoritmus:

1. Nalézt směr pk, pk = −B−1
k ∇f(xk)

2. Naj́ıt hodnotu relaxačńıho parametru α, např́ıklad jako 1-D optimalizace ve směru pk a nalézt
min/max f(xk + α · pk)

3. Vypoč́ıtat xk+1 = xk + α · pk

4. Zlepšit odhad Hessovy matice, nalézt Bk+1, respektive budeme rovnou zlepšovat jej́ı inverzńı
matici Hk+1 = B−1

k+1 jako:

• sk = α · pk

• yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk)

• Hk+1 = Hk −
HkykyT

k Hk

yT
k

Hkyk
+ sksT

k

yT
k

sk

Pozn. Počátečńı aproximaci Hessovy matice volte jako jednotkovou matici: H0 = B−1
0 = E. Op-

timalizace účelové funkce v daném směru se obvykle provád́ı neexaktně, tedy odhadem na základě
Wolfeho podmı́nek, my ji implementujeme jako 1-D hledáńı extrému (metoda ekv. pár̊u, metoda zl.
řezu, Fibonacciho metoda), hledáńı realizujte např́ıklad v rozmeźı < 0, 1 > násobku pk. Pokud budete
mı́t problémy s konvergenćı, počátečńı iterace omezte i v́ıce, např́ıklad pouze na interval < 0, 0.1 >
násobku pk.
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Popis reaktoru:

Aplikaci BFGS metody si předvedeme na optimalizaci výtěžku složky C v následuj́ıćı reakci ve
vsádkovém reaktoru [2]:

A k1−−→ B k4−−→ C k5−−→ D
A k2−−→ D
A k3−−→ D

kde k1, k2, . . . k5 jsou rychlostńı konstanty jednotlivých reakćı. Časový pr̊uběh koncentraćı složek a,b,c
je popsán diferenciálńımi rovnicemi:

da

dτ
= −(k1 + k2 + k3)a (25)

db

dτ
= k1a− k4b (26)

dc

dτ
= k4b− k5c (27)

Počátečńı koncentrace všech složek je nulová, kromě složky a, a(τ = 0) = 1. Kinetika reakce se ř́ıd́ı
Arheniovskou kinetikou:

ki = Ai · exp
(
Ei

1, 98

( 1
T
− 1

658

))
, (28)

kde T je teplota v [K], a parametry Ai, Ei jsou uvedeny v tabulce (4). Za předpokladu konstantńı
teploty, lze odvodit analytické řešeńı diferenciálńıch rovnic pro hodnotu koncentrace složky C, c(τ):

c(τ) = k4k1exp(−k5τ)
k − k4

(1− exp(−(k4 − k5)τ)
k4 − k5

− 1− exp(−(k − k5)τ)
k − k5

)
, (29)

k = k1 + k2 + k3. (30)

Pro teplotu a čas plat́ı následuj́ıćı omezeńı:

200 ≤ T ≤ 2000 (31)
0 ≤ τ ≤ 10 (32)

Tabulka 4: Parametry Arrheniovy rovnice

1 2 3 4 5
Ai 1,02 0,93 0,386 3,28 0,084
Ei 16 000 14 000 15 000 10 000 15 000

Úkoly:

1. Implementujte BFGS metodu s 1-D hledáńım extrému (metoda ekv. pár̊u, metoda zl. řezu,
Fibonacciho metoda)

2. Implementujte model vsádkového reaktoru, pro ošetřeńı omezeńı použijte pokutových funkćı.

3. Nalezněte optimálńı teplotu a délku reakce, tak aby byl maximalizován výtěžek látky C.

4. Porovnejte konvergenci BFGS a gradientńı metody.

2.3 Optimalizace trubkového reaktoru pro výrobu amoniaku

V př́ıpadě složitěǰśıho optimalizačńıho problému s v́ıce omezeńımi je často nejjednodušš́ım řešeńım
užit́ı pokutových funkćı. Následuj́ıćı problém optimalizace trubkového reaktoru pro výrobu amoniaku
byl formulován Murasem et al. (1970) [3]. Přiváděné reaktanty v protiproudém uspořádáńı chlad́ı
reakčńı směs (viz. Obr. 2) až do okamžiku kdy se dostanou do oblasti katalyzátoru. Definice modelu
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Obrázek 2: Schéma reaktoru s př́ıkladem typických procesńıch parametr̊u [4].

je poněkud rozsáhleǰśı, proto popis všech parametr̊u modelu je shrnut v tabulce (5). Kinetika reakce:
N2 + 3 H2 −−→ 2 NH3, je dána následuj́ıćımi rovnicemi (tlak dosazujte v [atm], teplotu v [K]):

log(Ka) = −2.691122 · log(T )− 5.519265 · 10−5 · T + 1.848863 · 10−7 · T 2 + 2001.6
T

+ 2.6899, (33)

K1 = 8.849 · 1014 · exp
(−170560

RT

)
, (34)

r = K1
3.6 ·

(
K2

a

pN2 · p1.5
H2

pNH3

− pNH3

p1.5
H2

)
. (35)

Hmotnostńı bilance reaktoru (předpoklad konstantńıho celkového tlaku):

α = N0,N2 −NN2

N0,N2

, (36)

NH2 = N0,H2 − 3αN0,N2 , (37)
NNH3 = N0,NH3 + 2αN0,N2 , (38)

yi = Ni

NN2 +NH2 +NNH3

, (39)

pi = yip, (40)
dNN2

ds
= −r(pN2 , pH2 , pNH3 , p, Tg). (41)

(42)

Entalpická bilance:

ṁcp,f
dTf

ds
= −k · S1(Tg − Tf ), (43)

ṁcp,g
dTg

ds
= −k · S1(Tg − Tf )−∆Hr · S2 · r(pN2 , pH2 , pNH3 , p, Tg). (44)

(45)

Počátečńı podmı́nky:

Tf (s = 0) = Tg(s = 0) = T0, NN2(s = 0) = N0,N2 . (46)
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Všimněte si, že integrujeme od horńıho okraje reaktoru ve směru toku produkt̊u, ale proti směru
proudu výchoźıch látek.

Objektová funkce je podrobně odvozena v Murase et al. (1970) [3], nutno dosazovat teplotu na
konci reaktoru, Tg(s = smax), Tf (s = smax) v [K], NN2(s = smax) v [kmol h−1 m2], s = smax v [m]:

F (NN2 , Tg, Tf , s) = 1.33563 · 107 − 1.70843 · 104 ·NN2 + 704.09 · (Tg − T0)− 699.27 · (Tf − T0)

−
√

3.45663 · 107 + 1.98365 · 109 · s
(47)

Tabulka 5: Hodnoty parametr̊u

Nezávislé proměnné
s délka reaktoru [m]
T0 okrajová teplota [K]
Závislé proměnné
Tg teplota reakčńı směsi [K]
Tf teplota nástřiku [K]
Ni molárńı tok složky i [mol s−1 m−2]
Parametry
N0,i poč. molárńı tok složky i [mol s−1 m−2]
p celkový tlak 286 atm
ṁ hmotnostńı tok reaktant̊u na vstupu 26 400 kg h−1

S1 specifická plocha pro transport tepla 10 m2 m−1

S2 plocha pr̊uřezu reaktoru 0.78 m2

k koeficient prostupu tepla 581.8 J s−1 m−2 K−1

cp,f tepelná kapacita reaktant̊u 2.96 kJ kg−1 K−1

cp,g tepelná kapacita produkt̊u 3.01 kJ kg−1 K−1

∆Hr reakčńı entalpie -112.97 kJ mol−1

R mol. plyn. konstanta 8.314 J K−1 mol−1

Složeńı nástřiku (molárńı zlomek)
N2 0.2175
H2 0.6525
NH3 0.05
CH4 0.04
Ar 0.04

Úkolem je naj́ıt délku reaktoru a teplotu nástřiku která maximalizuje objektovou funkci, za plat-
nosti následuj́ıćıch omezeńı:

0 ≤ s ≤ 10, [m], (48)
400 ≤ Tf ≤ 800 [K]. (49)

Úkoly - varianta (a):

1. Naimplementujte model

2. Omezeńı zaved’te pomoćı pokutových funkćı (Carollova a Rosenbrockova)

3. Nalezněte optimum (doporučujeme metodu Nelder-Mead)

4. Porovnejte výsledky pokutových funkćı. Jaký maj́ı vliv jejich parametrech ovlivňuj́ıćı š́ı̌rku
přechodové zóny?

5. Zobrazte teplotńı profil podél reaktoru a vykreslete vývoj velikosti molárńıho toku duśıku v
reakčńı zóně.
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Úkoly - varianta (b):

1. Naimplementujte model

2. Omezeńı zaved’te pomoćı pokutových funkćı (Carollova a Rosenbrockova)

3. Naimplementujte vlastńı optimalizačńı metody která nevyuž́ıvá výpočet derivaćı (jednoduchá
relaxačńı metoda, Rosenbrockova nebo simplexová metoda) a nalezněte optimum.

4. Srovnejte užit́ı Newtonovy a vaš́ı optimalizačńı metody z pohledu konvergence a výpočetńı
složitosti, zd̊uvodněte.

5. Zobrazte teplotńı profil podél reaktoru a vykreslete vývoj velikosti molárńıho toku duśıku v
reakčńı zóně.

3 Lineárńı programováńı

3.1 Optimalizace produkce chemické továrny

Plán výroby je úzce spojen s aktuálńımi cenami surovin a produkt̊u na trhu. Nav́ıc, pokud máme
omezené množstv́ı výchoźıch surovin je nutné správně rozvrhnout produkci tak abychom dosáhli co
největš́ıho zisku. Takový problém lze snadno řešit metodami lineárńıho programováńı.

V chemické továrně se vyráb́ı 3 polymery: E, F, G, každý vzniká v samostatném procesu podle
schématu (3). Všechny dostupné výchoźı suroviny nemuśıme spotřebovat ale chceme dosáhnout ma-
ximálńıho zisku. V tabulce (6) jsou shrnuty ceny výchoźıch látek a produkt̊u.

Obrázek 3: Schéma výrobńıho procesu [4].

Úkoly:

1. Formulujte problém jako úlohu lineárńıho programováńı

2. Najděte optimum pomoćı simplexńı metody

3. Jak se změńı řešeńı pokud nav́ıc požadujeme vyrobit alespoň 2000kg E, 1500kg F a 1000kg G?
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Tabulka 6: Procesńı data

Výchoźı látky
Surovina Množstv́ı Cena

[kg/den] [tis. Kč/100 kg]
A 4000 1,5
B 3000 2,0
C 2500 2,5

Produkty
Proces Produkt Reakčńı poměr Výrobńı náklady Prodejńı cena

1 E 2
3A,

1
3B 1,0 tis. Kč/100 kg A 4,0 tis. Kč/100 kg E

(spotřebováno v 1)
3 F 2

3A,
1
3B 0,5 tis. Kč/100 kg A 3,3 tis. Kč/100 kg F

(spotřebováno v 2)
2 G 1

2A,
1
6B,

1
3C 1,0 tis. Kč/100 kg G 3,8 tis. Kč/100 kg E

(vyprodukováno ve 3)

3.2 Rozvržeńı produkce

Daľśı možnou aplikaćı lineárńıho programováńı je rozvržeńı produkce tak abychom pokryli poptávku,
ale zároveň minimalizovali náklady na uskladněńı produktu, př́ıpadně náklady na přenastaveńı výrobńı
linky. Pěkný př́ıklad z potravinářského pr̊umyslu je rozvržeńı výroby zmrzliny [5].

Obrázek 4: Př́ıklad spotřeby zmrzliny [5].

Budeme uvažovat, že výroba je celý jeden měśıc stejná a všechna zmrzlina, která se daný měśıc
neprodá se muśı celý tento měśıc skladovat. Náklady na změnu výroby a skladováńı jsou v tabulce (7).

Tabulka 7: Náklady

Změna výroby 150 tis. Kč/t
Náklady na skladováńı 60 tis. Kč/t/měśıc

Úkoly:

1. Formulujte problém jako úlohu lineárńıho programováńı

2. Data poptávky odečtěte z grafu (4), nebo využijte připravenou šablonu.

3. Najděte optimum pomoćı simplexńı metody
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4. Porovnejte řešeńı pokud požadujeme:

(a) Aby žádná uskladněná zmrzlina na konci roku nezbyla.
(b) Pokud se zbylá zmrzlina využije v roce následuj́ıćım se stejnou poptávkou (v lednu máme

k dispozici přebytek z prosince)

Návod:

Zadefinujte si proměnné pro přebytek zmrzliny si, aktuálńı produkci xi v roce i. Pak celkové náklady
můžeme definovat jako:

1500
12∑

i=1
|xi − xi−1|+ 600

12∑
i=1

si, (50)

abychom odstranili absolutńı hodnotu zavedeme nezáporné proměnné definuj́ıćı zvýšeńı výroby yi a
jej́ı sńıžeńı zi. Potom plat́ı:

xi − xi−1 = yi − zi a |xi − xi−1| = yi + zi, (51)

Důležitým pozorováńım je, že pokud minimalizujeme celkové náklady, tak pro každé i muśı být yi

nebo zi nulové, jinak by totiž celkové náklady bylo možné sńıžit, tedy rovnice (51) budou splněny pro
optimálńı řešeńı výsledného lineárńıho programu.

4 Dynamické programováńı

4.1 Optimálńı strategie výměny katalyzátoru

Při reálném procesu docháźı při katalytické reakci k postupnému znehodnocováńı katalyzátoru a
snižováńı jeho účinnosti. Za úvahu poté stoj́ı, kdy je optimálńı katalyzátor vyměnit, protože je tento
úkon obvykle spojen s vysokými náklady a nutnost́ı odstavit produkci.

V následuj́ıćım př́ıkladu budeme uvažovat jednoduchou izotermńı reakci v plynné fázi v trubkovém
reaktoru:

A −−→ B + G
Schéma celého procesu je znázorněno na obrázku (5). Nástřik surového materiálu je přiváděn do

vyhř́ıvaného reaktoru, a produkty jsou následně separovány v destilačńı koloně. Nezreagovaná složka
A se pak ve formě recyklu vraćı do reakce, kde je doplněna surovinou na p̊uvodńı množstv́ı. Značeńı
je shrnuto v tabulce (8).

Obrázek 5: Procesńı schéma [6].

Hmotnostńı bilance procesu tedy lze napsat:

M = C · F (52)
F = M + L (53)
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Tabulka 8: Značeńı

M hmotnostńı tok čerstvé látky A [kg den−1]
F celkový hmotnostńı tok látky A [kg den−1]
C konverze reakce

C · F hmotnostńı tok produkt̊u [kg den−1]
L = (1− C)F hmotnostńı tok recyklu A [kg den−1]

Q teplo předané reaktoru [kJ den−1]
T0 teplota proudu na vstupu do reaktoru [K]
T teplota proudu na vývstupu z reaktoru [K]

Pro konverzi budeme předpokládat platnost následuj́ıćıho vztahu:

C = c1T − c2F − c3S, (54)

kde c1, c2, c3 jsou vyhodnoceny z experimentálńıch dat. A S je kumulativńı tok látky A přes kata-
lyzátor, který definuje stav katalyzátoru. Pro nový katalyzátor plat́ı S = 0. A pro hodnotu S po n
dnech plat́ı: S =

∑n
i=1 Fi.

Entalpická bilance je dána:

Q = Fcp(T − T0) + ∆Hr · C · F, (55)

kde cp je pr̊uměrná tepelná kapacita proudu a ∆Hr reakčńı entalpie. Pro konverzi, teplotu a nástřik
plat́ı následuj́ıćı omezeńı:

C ≤ 0, 8 (56)
5000 ≤ T ≤ 10000 [K] (57)
900 ≤ F ≤ 1000 [kg den−1] (58)

(59)

Nakonec si definujeme zisk jako:

P = CFV1 −MV2 −QV3 − LV4 − V5 (60)

Hodnoty všech parametr̊u jsou shrnuty v tabulce (9). R je cena výměny katalyzátoru.

Tabulka 9: Hodnoty parametr̊u

c1 = 10−3 V1 = 0,1 tis. Kč kg−1

c2 = 10−5 V2 = 0,05 tis. Kč kg−1

c3 = 10−6 V3 = 3,00 tis. Kč (milion kJ)−1

cp = 0,5 kJ kg−1 K−1 V4 = 0,03 tis. Kč kg−1

∆Hr = 300 kJ kg−1 V5 = 0
R = 50 tis. Kč T0 = 298.15 [K]

Pro řešeńı úlohy metodou dynamického programováńı budeme uvažovat diskrétńı hodnoty času,
jednotlivé dny. Každý den i je možno bud’ nechat celý den běžet reaktor při toku Fi nebo vyměnit
katalyzátor.

Úkoly:

1. Formulujte úlohu jako problém dynamického programováńı, jak bude vypadat př́ıslušná tabulka
a jaké hodnoty do ńı budeme značit?

2. Uvažujte diskrétńı teplotu s krokem 25 K a nástřik F s krokem 1000 kg den−1
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3. Najděte optimálńı strategii provozu reaktoru na 28 dńı na základě objektové funkce (60). Stra-
tegie bude obsahovat rozvržeńı velikosti nástřiku, teploty na každý den a údaje kdy se má
katalyzátor vyměnit.

4. Porovnejte zisk pro r̊uzné počátečńı stavy katalyzátoru.

Nápověda:

Nejprve určete pro jaké nástřiky vycháźı maximálńı zisk v závislosti na stavu katalyzátoru, pokud by
vyšla konstantńı hodnota, značně to usnadńı řešeńı.

5 Vektorová optimalizace

5.1 Optimalizace vsádkového reaktoru

Při reakci, kdy žádaný produkt podléhá rozkladné reakci proti sobě jdou dvě kritéria, jedńım je výtěžek
reakce, a druhým jej́ı selektivita. Takový problém je typickou úlohou vektorové optimalizace. Uvažujte
následuj́ıćı reakčńı schéma:

A k1−−→ B k2−−→ C

Žádaným produktem je chemická látka B, ta však podléhá rozkladné reakci na nežádoućı produkt C.
Obě reakce se ř́ıd́ı kinetikou prvńıho řádu a u rychlostńıch konstant předpokládáme Arrheniovskou
závislost. Hmotnostńı bilanci reaktoru můžeme tedy zapsat jako:

dcA

dτ
= −k1cA (61)

dcB

dτ
= k1cA − k2cB (62)

dcC

dτ
= k2cB (63)

k1 = 2 · exp
(
−2, 5 · 104

RT

)
(64)

k2 = 10 · exp
(
−3, 0 · 104

RT

)
(65)

(66)

Počátečńı podmı́nky při τ = 0: cA = 1, cB = 0, cC = 0, jako regulačńı proměnné volte čas reakce (τ)
a teplotu (T ) v rozmeźı:

100 ≤ τ ≤ 3600 [s] (67)
298.15 ≤ T ≤ 353.15 [K] (68)

Jako kriteria optimality voĺıme výtěžek reakce (Y ) a selektivitu (S):

max: Y = cB

cA0
(69)

max: S = cB

cB + cC
(70)

Úkoly:

1. Naimplementujte model a př́ıslušnou vektorovou objektovou funkci.

2. Nalezněte Paretovu množinu pro (max(Y ),max(S)) metodou váhových koeficient̊u nebo ε-
omezeńı. Lineárńı omezeńı na regulačńı proměnné zajistěte vhodnou pokutovou funkćı.
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3. Paretovu množinu zobrazte jako závislost mezi kriterii Y a S.

4. Paretovu množinu zobrazte také v prostoru regulačńıch proměnných τ , T .

5. Jaké nejvyšš́ı možné selektivity můžeme dosáhnout, pokud požadujeme, aby byl výtěžek alespoň
35%? A jak dlouho a při jaké teplotě by měla reakce běžet?
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[5] J. Matoušek, Lineárńı programováńı - Úvod pro informatiky. KAM MFF UK, 2006.

[6] S. M. Roberts, “3 allocation problems,” in Dynamic Programming in Chemical Engineering and
Process Control, vol. 12 of Mathematics in Science and Engineering, pp. 39 – 78, Elsevier, 1964.

14


	Extrémy funkcí reálných promenných (volný extrém)
	Fitování experimentálních dat (rovnováha kapalina-pára)
	Optimalizace modelu lyofilizace

	Extrémy funkcí reálných promenných (extrém s omezením, vázaný extrém)
	Opakovaná extrakce s lineární a nelineární rovnováhou
	Optimalizace reaktoru pomocí BFGS metody
	Optimalizace trubkového reaktoru pro výrobu amoniaku

	Lineární programování
	Optimalizace produkce chemické továrny
	Rozvržení produkce

	Dynamické programování
	Optimální strategie výmeny katalyzátoru

	Vektorová optimalizace
	Optimalizace vsádkového reaktoru


