Diskrétni dynamické systémy

1. Uvod

V nésledujicim textu budeme studovat chovani systému diferencnich rovnic ve tvaru

Tpy1 = f($n7yn)> (1)
Yn+1 = g(xmyn),

kde f a g jsou dané funkce. Tyto rovnice popisuji diskrétni dynamicky systém zadany vektorovym zobrazenim F' = (f, g)
(budeme znacit DDS(F')). Zname-li 0-ty stav systému, potom n-ty stav systému je (x,,y,) a je popsan vztahem

Ty = f(Tn1,Yn1),

xnan:Fxn—7n— @
( Y ) ( LY 1) Yn = g(xn—hyn—l)'
Obdrzime posloupnost stavu systému F'

{(l’o, y0)7 ('rla yl)? (1'2, y2)7 cee } = {(l’n, Z/n)}zozo

Symbol F"(x,y) = F(F" ' (x,y)) nazfvame n-tou iteraci zobrazeni F, 0-t4 iterace zobrazeni F' je identita.



Nejprve se budeme zabyvat otdzkou urceni tzv. rovnovaznych a periodickych stava DDS(F').

Definice

e Rovnovazny stav systému (1) (téz pevny bod vektorového zobrazeni F' = (f,g)) je bod (Z,7), ktery spliuje

f(®,9),
9(Z, 7).
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e Periodicky bod (z,,y,) s periodou m je pevny bod zobrazeni F™, tj. m-té iterace zobrazeni F'. Periodicky
bod (z,,y,) s primitivni periodou m je periodicky bod s periodou m, kde m je navic nejmensi kladné ¢islo s
touto vlastnosti.

e Necht (zg,10) je dany bod v R% Dvojice (z1,41), (T2,%2), . ..definované induktivné pomoci (1) se nazyvaji itera-
cemi bodu (zo, o) a posloupnost {(z,,y,)} -, se nazyva kladnou orbitou bodu (zo,yy) a budeme ji oznacovat

7+(x0,y0). Tedy
’Y+(3307 Z/o) = {(xmyo)a F(%ﬂo)» F2(3707 Yo), - - - >Fk($0>y0)a e }

Pro rovnovazny stav (7,7) plati
v @y ={@9).@y).=7y), ..} ={@ 79}

nebo-li orbita je jednobodova.
Pro periodicky bod (z,,y,) plati

'7+(xp7 yp) = {(ajpa yp>7 (prrla yp+1>7 (prrQa yp+2>7 s (xp+m717 yp+m71)}7

nebo-li orbita je m-bodova.



Definice

e Pokud k zobrazeni F existuje inverzni zobrazeni F~', definujeme také zdpornou orbitu bodu (zg, ), a to takto

v~ (%0, %0) = (20, Y0), F~ (0, y0), F (w0, %0), - - - » F (w0, %0), - - -,
kde F~™ znaci n-tou iteraci zobrazeni F~!.

e Pokud existuji jak kladné tak zdporna orbita bodu (g, yo), definujme tzv. dplnou orbitu (¢, yo) jako sjednoceni
kladné a zaporné orbity. Tedy

Y(zo,y0) = v (w0, o) U7 (@0, Yo)-

e Bod (a,b) € R? nazyvame w-limitnim bodem kladné orbity v (xg, o), pokud existuje posloupnost piirozenych
¢isel n; takovych, ze pro i — oo
n;—oo a F"(xg,1) — (a,b).

e Mnozinu vSech w-limitnich bodu orbity v (xg,y9) nazyvame w-limitni mnozinou bodu (zg,yy) a znacime ji
w(Zo; Yo)-

e V pripadé, ze je zobrazeni F' invertibilni, definujeme obdobné téz a-limitni mnozinu bodu (z, yo) jako mnozinu
v8ech a-limitnich bodu zdporné orbity v~ (o, yo), misto prirozenych ¢isel uvazujeme n; zapornd celd ¢isla.



Podobné jako pro spojité dynamické systémy, je i v pripadé diskrétnich dynamickych systému pro chovani systému
rozhodujici klasifikace rovnovaznych stavi z pohledu stability.

Definice

e Rovnovazny stav (Z,7) soustavy diferencénich rovnic (1) (tj. pevny bod zobrazeni F') se nazyva stabilni, pokud
Ve > 0 30 > 0 takové, ze pro kazdy bod (xg,yo) sploujici ||(xo,v0) — (Z,7)|| < 0, vSechny iterace (z,,y,) spliuji
(@n,yn) — (Z,7)|| < e. (Pfipomenme, ze (x,,y,) = F"(zo,v0).) Pevny bod (Z,7) nazyvame nestabilni, pokud
neni stabilni.

e Rovnovazny stav (7,7) soustavy (1) se nazyva asymptoticky stabilni, pokud 3r > 0 takové, ze (x,,y,) — (T,7)
pro n — oo pro vsechny (xg, yo) splnujici ||(zo, vo) — (Z,7)|| < r.

e Periodicky bod (x,,y,) soustavy (1) s periodou m se nazyvé stabilni, je-li (x,,y,) stabilni pevny bod zobrazeni
F™. Analogicky definujeme asymptoticky stabilni a nestabilni periodicky bod.

Definice
Mnozinu M C R? nazyvdme invariantni mnozinou zobrazeni F, pokud plati F(M) C M. Uvédomte si, Ze v takovém

pripadé kazda orbita, ktera jednou vstoupi do M, zustane v M  navzdy“.



Definice

e Necht (Z,7) je pevny bod zobrazeni F' = (f, g), kde f, g jsou spojité diferencovatelné v (Z, 7). Jacobiho matice
zobrazeni F' v bodé (T,7) je matice

9, 0
pwD @)
@D 5 @)

Linedrni zobrazeni Jp(Z,7) : R*> — R? definované

G TWw = ST D)y

se nazyva linearizaci zobrazeni F' v pevném bodé (7, 7).

e Rovnovazny stav (Z,7) zobrazeni F' se nazyvéa hyperbolicky, pokud je jeho linearizace v bodé (7, %) hyperbolick4,
tj. pokud Jacobiho matice Jg(T,7) nemd zadna vlastni ¢isla na jednotkové kruznici. Mé-li Jg(Z,7) alespon jedno
vlastni ¢islo na jednotkové kruznici, pak fikdme, ze rovnovazny stav (Z,7) neni hyperbolicky.
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Véta (Linearized Stability Theorem) Necht F = (f, g), je spojité diferencovatelné zobrazen{ definované na

oteviené mnoziné W C R2 Necht (7,7) € W je rovnovazny stav F.

e Pokud obé vlastni ¢isla Jacobiho matice Jg(T,7) lezi uvnitt jednotkové kruzmice (tj. |A1] < 11 |[A2| < 1), potom je
rovnovazny stav (Z,y) asymptoticky stabilni.

e Pokud alespor jedno vlastni ¢islo Jacobiho matice Jg(T,7) lezi vné jednotkové kruznice (tj. |A;| > 1 nebo |Ag| > 1),
potom je rovnovazny stav (Z,y) nestabilni.

Definice

e Je-li hyperbolicky rovnovazny stav (Z,7) soustavy (1) asymptoticky stabilni, tj. obé vlastni ¢isla Jacobiho matice
Jr(T,7) lezi uvnitt jednotkové kruznice, potom existuje oteviené okoli O(T,7) takové, ze kladné iterace vsech bodu
z O(Z,7) konverguji k danému rovnovaznému stavu (Z,7). Tedy pro vsechny body (a,b) € O(Z,y) plati

F"(a,b) = (Z,5) pro n — oo.
Takovyto rovnovazny stav nazyvame atraktor (anglicky sink).

e Pokud obé vlastni ¢isla linearizace F' v rovnovazném stavu (Z,y) lezi vné jednotkové kruznice, potom existuje
oteviené okoli O(Z,7y) takové, ze zpétné iterace vsech bodu z O(T,y) konverguji k (7, 7). Takovyto rovnovazny stav
nazyvame repelor (anglicky source nebo repeller).

e Lezi-li jedno vlastni ¢islo linearizace Jg(Z,y) uvnitt jednotkové kruznice a jedno vné jednotkové kruznice, potom
v kazdém otevieném okoli O(7,y) existuji body, jejichz kladné iterace konverguji k (Z,7), zatimco zpétné iterace
jinych bodu z O(7,y) konverguji k (7,7). Takovyto rovnovazny stav nazyvame sedlo (anglicky saddle).
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