Reseni modelu diskrétniho dynamického systému Lotka-Volterra
1. Model

Zobecnény model diskrétniho dynamického systému Lotka-Volterra je popsan soustavou dvou diferencnich rovnic

T—TTn—SYn

Tpy1 = Tpe
+1 (1)
Ynt1 = yneT—Tyn—SIEn y = 07 ]-7 27 ctc
kde s > 0, r > 0 jsou parametry.
2. Pevné body
Definujme funkce
f(l‘, y) — peTTTsY
gle,y) = ye
Hledédme pevné body zobrazeni F(z,y) = (f(z,v),g(x,y)), t.j. body (x,y) splaujici rovnice
z = f(zy)
y = g(x,y)

Predpokladejme, ze r # s. Dostaneme pevné body

So = (0,0), Sy = (1,0), S» = (0, 1), 54:( N )

r+s' r+s



Pevnym bodum odpovidaji stacionarni feseni

So: xp = 0 Si:ox, =1

Yo = 0 n=20,1,2,..., Yo = 0 n=0,1,2,...,
Sot x, = 0 Sz Tp = A

Yo = 1 n=0,1,2,..., Yn = TLJFS n=0,1,2...,

2.1. Stabilita pevnych bodu

Nejdrive si vypocteme Jakobiho matici zobrazeni F':

e — ey —erry(sn)
J<:C>y) - |: _erfryfsx(sy) erfryfsz“_ _ T’y) : (2)

Nyni vypocteme vlastni ¢isla Jakobiho matice v jednotlivych pevnych bodech a urc¢ime stabilitu piislusného stacionarniho

feSen.

So=1(0,0): Jo = J(0,0) = _eer _ef . Vlastni ¢isla Ay = 0, Ay = 2¢". Je-li r > 0 je 2" > 2 a staciondrni Feseni
xn =0, y, =0, n € Ny je tedy nestabilni.

1—7r —s

Sl = (1,0) : Jl = J(l,O) = |: 0 or—s
r < sje —1 < A\ < 1. Stacionarni feseni z, = 1, y, = 0, n € Ny je tedy stabilni pro r <2 Ar <s.

]. Vlastni ¢isla Ay = €™, g =1—r. Je-li 0 <r <2je —1< A < 1. Je-li

Sy = (0,1): Jp = J(0,1) = [e__ 12T

n € Ny je tedy také stabilni pror <2 A r <s.

] . Vlastni ¢isla A\ = e"7%, Ay = 1 — r. Stacionarni feseni z, =0, y, =1,
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Oblast stability stacionarniho feseni odpovidajici pevnému bodu S, Ss je na nasledujicim obrazku.
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Sy= (2=, L) Jy = J(L=, ) = | T rhs | Viastnf élsla Ay = 1 — 1, Ay = Z0E54s Jo]i 0 < 7 < 2 je
3 r+s) r4s/ * Y3 r+s? r+s _rs r=r24+1 |° 1 » A2 r+s :
r+s

r+s
—1 < A\ < 1. Zjistime, kdy —1 < Ay < 1.
1< X<l

—r—s<r—r2+s—|—rs<r—i—s
—r —2s < —12+7rs<0

v ¢
0<2r—1242s+rs s—r<0
r2 —2r
s > s<r
r+2

pro r < 2 splnéno vzdy.

Staciondrnf resenf x, = 5, yn = n € Ny je tedy stabilni pro s < r < 2.

_r_
r+s’
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Oblast stability stacionarniho feseni odpovidajici pevnému bodu S5 je na nésledujicim obrazku.
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3. Dvojperiodické body

Hleddme pevné body zobrazeni F?(xz,vy) = (f(f(z,y),9(z,v)), g(f(x,y), g(x,y))), t.j. body (z,y) spliujici rovnice

xr = f(f(x,y),g(x,y))
= g(f(2,9),9(x,9)).

£.j.

r—rx—syer—m:eT’””’sy —sye" TSTTTY

Tr = e

r—sx—ry r—rye’ ST TTY _gre" TTTTSY
ye Ve
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Vylouc¢ime-li pevné body Sy = (0,0), S; = (1,0), Se = (0,1) dostaneme rovnice

2r —rz(l+e"7Y) —sy(l+ ") =

2r —ry(1+ e 7%*7) — sz (1 + " 777%)
Predpokladejme nejdiive, ze r # s. Provedeme substituci

2X = r—rx—sy
2Y = r—ry—sx,

dostaneme

2r —ra(l4+e*) —sy(1 +e*) =
2r —ry(1 +e?) —sa(l +e*X) =

o O

Vynasobime-li prvni rovnici s a druhou r a odec¢teme je, dostaneme
2r(s —7) — (s> = r?)(1 +e*)y = 0.

Protoze plati
2(rY —sX) = —(s* =1} —r(s—r.)

Dosazenim tohoto vztahu do rovnice (3) dostaneme

2r(s — 1) = 2(rY — sX)(1+e*) —r(s —r)(1+e*) =0,
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dalsimi dpravami dostavame
2rY — sX)(1+e*) = r(s—r)(1 —e?)

(> ~1)

sX — Ty = mT(S - ’I“)
tgh X
sX —ry = g2 r(s—r)
tghY
X = g(y+ B (s—1)).
Podobnym postupem dostaneme rovnici
tghX
Y = g(X—i-gT(s—r)).
e r tgh u L :
Oznacime-li g(u) = — (u+ (s — 1) , bod (X,Y) spliiuje rovnice:
s
X = gY)
Y o= g(X),

Zobrazime si kiivky, jejiz body spliuji tyto rovnice, mohou nastat ¢tyti piipady:
a) b) c) d)
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——) a muzeme ho vyloug¢it.

Piipad a) feSenim soustavy (4) je pouze bod (0,0) coz odpovida pevnému bodu S; = (15, 7

Tento pripad nastane pro r < 2 (viz piipad b)).

Piipad b) fesenim soustavy (4) jsou pouze body (0,0), (Xo, Xo), (—Xo, —Xo), kde X > spliuje rovnici Xy = g(Xp)
t..
) r

Tato rovnice ma nenulové feseni jestlize r > 2.
r(r—2)

Tento ptipad nastane jestlize r > 2 a s > )
r

(viz pripad c)).

Pi#ipad c) fesenim soustavy (4) jsou kromé bodu uvedenych v ptipadé b) i body lezici na ose II. a III. kvadrantu, tedy
body (X1, —X1), (—X1, Xy), kde X; splauje rovnici

-X; = g(Xy)
t.J,
(r—s)
X = tgh(X
TP (X1)
Tato rovnice mé nenulové feseni je-li
r(r—s) o1
2(s+r
t.j.
r+2

r(r—2)

Tento pripad nastane pro s < T a s > (r) (viz pripad d)).
”

[l ]



Piipad d) fesenim soustavy (4) jsou kromé bodu uvedenych v piipadé c) i body (Xs,Y2), (Y2, X32), (—Xa, —Y5),
(=Y, —X5), kde X3 > 0, Y5 > 0 splnuji rovnice
Xy = g(1a)
Y, = g(X).
Tyto rovnice budou mit feseni typu (X, Ys) jestlize smérnice te¢ny ke grafu funkce Y = ¢(X) v bodé (X;, — X))

je vétsi nez 1. Najdeme funkci s = (r), takovou ze, pro hodnoty parametru r, s = ¢ (r) bude smérnice rovna 1
tj. ¢'(X1) = 1. Dostaneme

r s—r
§<1+ 5 sech2(X1)) = 1L

Zéaroven pro X, plati
,

Xl == - (_Xl_

S—7T

S

Z téchto vztahu dostaneme dvé rovnice (druhou rovnici dosadime do prvni a vyjadiime r, z druhé rovnicet vyjadiime
)
r = 2cosh?(X))

?”tgh(Xl) — 2X1
r .
r tgh(Xl) +2 X1
Dostali jsme parametrické rovnice kiivky C, kterd odpovida grafu funkce s = 9 (r).

Kiivku s = #(r) mohu tedy vyjadfit parametricky
Ci: r = 2cosh’t

2cosh’ttght — 2t
2 cosh’ttght 4 2t

s = 2cosh’t

Ptipad d) nastane pro s < (7).
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Tim jsme vyftesili vSechny piipady feseni soustavy rovnic (4). Nyni najdeme odpovidajici dvojperiodické body diskrétniho
dynamického systému (1).

Bodum (X, Xy), (—Xo, —Xo) odpovidaji dvojperiodické body
Ry = (x0,50) = | —— (1 F tgh(Xo), —— (1 F tgh(Xo) |, kde Xy = —tgh(Xo)
o = (To,Y) = r—i—s:Fg 0,T+S¢g 0) | > 0—2g 0)-
Bodum (X7, —X3), (—Xj, X;) odpovidaji dvojperiodické body

r r r(r—s)
- = (=1 F teh(X), ——(1 £ tgh(Xy) ), kde X; = tgh(X,).
B = (o) = (0% ), e en0n) ) ke X0 = 20T

Bodum (Xs,Y3), (Y2, X3), (—X3, —Y5), (Y5, —X5) odpovidaji dvojperiodické body

r

B = (o) = (0 F @0, (5 ()

+ s

r r
Ry = (22,12) = (T+S(1:thh(%)»r—ﬂ(1¢tgh(X2)>7 kde Xy = g(Y2)
Yo = g(Xy).
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Na nasledujicim obrazku je znazornéno, v kterych mnozinach existuji jednotlivé dvojperiodické body.

S
rir—2)
S=
(r+

Ro Ry

Zadné dvojperiodické body

Ro,Ry,RY?

3.1. Stabilita dvojperiodickych bodua

Vypocteme si Jakobiho matici zobrazeni F*(z,y). Oznac¢me

Uy

U2

2r —rx(1+e"7W) — sy(1 + e 7%7)

2r —ry(1+ e 7%*7) — sz(1 + "7 77)

L]



potom

of(f(x,y),9(x,y))

Ox

dy
A9(f(z,y),9(z,y))

ox
g(f(x,y),9(z,y))

Jdy

= el + xeul(—r(l + er—rw—sy) + er—m;—syrQZ, + er—sx—rySQ,y)

— xem(_s _ er—sx—ry(

s —rsy) + e " rsr)
= ye*(—s—e" (s —rsx) + e Vrsy)

ev2 4 yeUQ(_T - er—sx—ry<r o 7“2y) + er—r:c—sySZI)'

Pro vsechny dvojperiodické body plati, ze u; = 0 a us = 0. VysSetieme nyni stabilitu jednotlivych dvojperiodickych bodu.

Dvojperiodicky bod R,
Jakobiho matice m4 tvar

kde

A
B

s = (5 %)

= 1 —rao(l+ ) + (r* + s (™)

= —s20(1 + F2X0) 4 2r5p2e2N0)

Piipomenme, Ze zg = ¥, 2Xo = r — xo(r + 5) a Xy = $tghXo.
Vlastni ¢isla matice J(Rp) jsou Ay = A+ B a Ay = A — B. Plati tedy

A

)\2:

1 —xo(r+s)(1+ eﬂXO) + (r+ S)ng(eﬂXO),

o = 5)(1+225) 4 (r = ) (e22)

L]



Ze vztahi 2Xo = r — xo(r + 5) a Xy = 5tghX, plyne
zo(r +s) = r(1 F tghXy)

Vyuzitim tohoto vztahu a toho, ze plati
(1 F tghXp)(1 + &%) = 2

dostavame
AN = 1—2r + r%sech®X,,

2
Ay = 1—2rr 8+7"2 (T 8) sech’ X,
r+s r+s

Zjistime pro kterd r, s je |A\;| < 1.
—1<1-=27r + r¥sech®X, < 1

v N\
a) 2 — 271 + r’sech®Xy > 0 b) — 27 + r’sech®X, < 0

tj. —2 + rsech’X, < 0.

Vysetiime nejdiive piipad b).

2 Xo
tghXo

Dosadime-li za r = (Xo > 0), dostaneme

tghXO

< — -
0 1-— tgh2X0

Tento vztah je splnén vzdy. Nakreslete si obrazek.
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Nyni vysetiime piipad a).

T 2
Dosadime-li za r = 572 (X, > 0), dostaneme

0 < (1 —2X7)tgh’Xy — 2X,tgh Xy + 2X. (5)

Nakresleme si graf funkce z = (1 — 2X2)tgh?X, — 2Xotgh Xy + 2X7 :

Pomoci néjakého matematického software si vypocteme hodnotu X,. Vyjde ndm hodnota X, = 0, 912429, odpovidajict

hodnota pro r je rqg = 2,52647. Protoze funkce r = éﬁ(x(’o je rostouci, plati: je-li nerovnost (5) splnéna pro Xy < X, je

nerovnost 2 — 2r + r2sech?X, > 0 splnéna pro r < 7.
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Plati tedy:

—1 < A\ < 1 pravé tehdy, kdyz r < rqg, kde rq = 2,52647.

Nynf si zjistime pro kterd r, s je |\o| < 1.

2
—1<1—2rr S+7’2 (T S) sech?X, < 1
T+ S T+ S
Ve N\
r—s r—s\’ r—s r—s\>
a)2—2r —1—7“2( ) sech?Xy > 0 b) —2r +T2< ) sech®X, < 0
r+s r+s r+s r+s

Vysetiime nejdiive piipad b).

Pro r < s neni nerovnost nikdy splnéna. Nadédle budeme uvazovat jen ptipad r > s.
Dosadime-li za r = 220 (X, > 0), dostaneme

tghXo
tghXy 7r+s
0 < 5 .
1—tgh"Xgr —s
Protoze ™2 > 1 je pfedchozi nerovnost splnéna vzdy (pro r > s).

Nyni vysetiime piipad a).

Je-li r < s nerovnost plati. Staéi vysetfit pifpad r > s. Je-li 1 — 2sech®X, < 0 (diskriminant pifslusné kvadratické
rovnice je zaporny) nerovnice plati také.
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To nastane pro X, € (—)éo; )%0), kde )?'0 = 0,881374 (viz nasledujici obrazek).

z

z=1-2 sech?X

Xo

Tento pripad tedy nastane pro r < ry, kde r1 = 2,4929.
Necht tedy r > ry, potom najdeme kfivku pro kterou plati rovnost

2
2—27’T S+r2(r S) sech?X, = 0.
r+s r+s

Vyftesenim kvadratické rovnice dostaneme

r—s 14+ /1 — 2sech?X,

r = 5
r+s sech” X

Vypocteme s:

1+4/ 1—2sech? X

sech? X

14+4/1—2sech? X ’
P Y e

sech? X

s =7

L]



Nyni definujme kiivku I = K1 + K, kde

2t
Kip: r(t) = ——
120 7(t) tgh ¢
gy 2t 1Ey/1dea?s
s(f) — tght sech?t 7 t € (ty, 00), kde t, = 0,881374
( ) tght 2t 144/ 1—2sech?t < 0 ) ’
et T sea®

Pro body (r, s) lezici nalevo od kiivky I a s < r plati —1 < Ay < 1.

Zaveér: Dvojperiodicky bod Ry je stabilni jestlize body (r, s) lezi nalevo od kiivky K a s <r A r <rg (rg = 2.52647).
Opét si oblast stability dvojperiodického bodu Ry zobrazime graficky:
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Dvojperiodicky bod R;

Jakobiho matice mé tvar
J(Ry) = AFB (C £ E)eT2X1
V= (CF E)e?X A+ B ’

kde
A = 149 ris? o 2p? L2 (r — s)sech? (X1)
(r+s)2 (r+s) r+s

B 2r2stgh (X;)
(r+s)?

o - 2r3s 2rs

 (r+s8)? r+s

g _ 2r3stgh (X)

(r+s)?

Podrobny vypocet konstant A, B, C, E je v souboru LV-stab-per-X1.nb (soubor programu Mathematica).
Charakteristicky polynom pro matici J(R;) je
N —2AN+A* - B* - C* + F?

Vypocet determinantu matice J(Ry), t.j. A2 — B*—C? + E? je opét v souboru LV-stab-per-X1.nb. Charakteristickou
rovnici muzeme tedy psat

N —0oXA+ A =0,

kde
A = (1— 2 +r2(7"—8)se€h2(X1))2
(r+s) r+s ’
;- 2(1+2 r?s? B 272 _I_rQ(r—s)sechQ(Xl)) _ 24
(r+s)2 (r+s) r+s ’

L]



a X; > 0 fesi rovnici

rr—
X, = t hX
! 27 + s St
Nejdiive zjistime, kdy je diskriminant zaporny. Diskriminant je zaporny, kdyz 16(:i22)2 (A— e )2) <0,tj A— (T a1z <0
Najdeme ktivku, pro kterou plati
1252
A— =0. 6
(r+ s)? (6)
Vime, ze
r tgh(Xl) -2 Xl
=r .
T’tgh(Xl) + 2X1
Dosadime za X; parametr ¢ a dosadime do rovnice (6) a vypocteme r (viz vypoéty v souboru ).
Dostaneme parametrické rovnice kiivky:
ot tght |
g
Co: 7 = —— |tght \/th2t |
e h A ]
tght —2¢
s =T el el t>0.
rtght + 2t
Jestlize (r,s) lezi pod kiivkou Cs jsou vlastni ¢isla Jakobiho matice J(xy, ;) komplexni. Nyni Vysetrlme stabilitu
dvojperiodickych bodu Ry = (x1, ;). Vlastni ¢isla Jakobiho matice J(x1, ), za predpokladu, ze A — o v e > 0, jsou
2 2
N U
r+s (r+s)?
NN
r+s (r+s)2
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t.

A 2r%s?  2r° L (r — s)sech? (X1)
(r+s)2 (r+s) r+s
2rs L+ r’s® o 2r? L (r — s)sech? (X;)
r+s (r+s)2 (r+s) r+s
27?25 2r? , (r — s)sech® (X;)
)\2 = — T —
(r+s)?2 (r+s) r+s
2rs L+ r’s® o 2r? L (r — s)sech? (X1)
r+s (r+s)? (r+s) r+s

Ozna¢me G = (g, gs) spoletny bod kfivek C; a Cy. Pro oblast mezi kiivkami C; Cy a pro r < g, a s < g, plati, zZe

T—S§)SecC. 2 rs ’
I(1+ 25%sech®(X;)) > 1 a tedy —(ffs) + 72! )TJ:; X)) < —3—+8. Pro A; plati

N 21252 2rs 27’3\/1 r2g2 2rs

(r+s)2_r+s+r+s (r+s)2_7’+s

27252 2rs 2rs rs
1+ — + 1— < 1.
(r+s)?2 r+s r+s r+s

Protoze plati, 0 < s < A\j je v této oblasti dvojperiodicky bod Ry = (z1,y1) stabilni.
Pro oblast mezi kiivkami C; C a pro r > g, a s > g, plati, ze Z(1 + *5sech®(X;)) < —1 a tedy

272 +T2(r—s)sech2 (X1) - 2rs
(r+s) r+s r+s
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Pro A\ plati

N> 14 21r2g? 215 N 2rs\/1+(7"232 215 . 21r2g? 2rs 275 (1_ rs ) -

—_ —_ > —
(r+s)2 r+s r+s r+s)2 r+s +(7“%—3)2 r+s+r+s r+s

Protoze plati, Ay < A1 je v této oblasti dvojperiodicky bod R; = (x1,y;) nestabilni.
Staci vysetfit piipad komplexnich vlastnich ¢isel. D4 se dokazat, ze |A;| = |Xo| = 1 pro (r, s) lezici na kiivce Cs.
tcosht — sinht
C3: r = 2cosht
3 2t — sinhtcosht
rtght — 2t

,
rtght + 2t
Na nésledujicim obrézku je zobrazena oblast stability dvojperiodickych bodu Ry = (z1,y1).

t>0.

S

Osf

Nejsou dvojperiodické body Ry

=2 o

Pro svétle Sedou oblast plati 0 < Ay < A\; < 1, pro tmavé sedou oblast A\ = Ao, |A1] < 1. Bod dotyku kiivek C; a Cy je

G = (4.6,1.28) a ry = 2.2564.
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Stabilitu periodickych bodu Ry jiz nebudeme vySettovat, vypocty jsou jiz hodné komplikované.

4. Pripad r = s
Zbyva vytesit pripad kdy r = s. Dostaneme pevné body
So = (0,0), Sy e{(z,y)lz +y =1}).

4.1. Stabilita pevnych bodu

T T

e —e

S():<0,0)Z J():J(0,0): r o

. Vlastni c¢isla Ay = 0, Ay = 2e". Je-li r > 0 je 2" > 2 a stacionarni feSeni

Tn =0, y, =0, n € Ny je tedy nestabilni.

1—rx —re

Vlastni ¢éisla Ay =1, g =1 —7. Jeli 0 <r < 2je —1 < A <1, ale \y = 1, pevny bod tedy neni hyperbolicky.
Stacionarni feSeni x, = z, y, = 1 — x, n € Ny neni stabilni. Budeme-li ale v blizkosti tsecky x +y =1, 0 < x < 1 vzdy
skon¢ime v nékterém ze stacionarnich reseni.

4.2. Ddvojperiodické body

Je dobré si vSimnout, ze v pripadé r = s jsou polopiimky y = az, kde a € R™ a 2 > 0, invariantni mnoziny zobrazeni
F(z,y) = (f(z,9),9(2,y)), kde

r—rr—ry

flz,y) = we
g(x,y) = ye" V.
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Vsechny dvojperiodické body lezi tedy na téchto polopfimkach. Dosadime-li y = az do x = f(f(x,y), g(z,y)) dostaneme
rovnici

— _ r(l—z(1+a))
T = xer(l z(14+a))+r(l—z(14a)e )

Oznacime-li 2X = r(1 — 2(1 + a)) plati pro X rovnice

r
X = Steh(X).
Pro r < 2 existuje pouze nulové feseni této rovnice, to odpovidd pevnym bodum S; = (z,1 —z) = (1J1ra, )

Pro r > 2 existuje nenulové feseni + Xy, tomu odpovida dvojperiodicky bod Ry = (z¢, o), kde plati xg + yo = 1 F 2X0.
r—2Xo a('r‘—QXo))

Protoze yo = axy pro dvojperiodicky bod plati Ry = (zg, axy) = (r(l—l—a)’ T(TTa)

4.3. Stabilita dvojperiodického reSeni

Jacobiho matice v dvojperiodickém bodé je

r—2Xg r—2Xo
I (T —2Xy a(r— 2X0)> _ (1 T r+a) B) it D
P ) a(r—2Xo) alr—2Xo) ’
r(1+a) r(l+a) rs )0 B <1 + r(1+a)0 B)

kde B = (—r)(1 + X0 + (r F 2X,)et?X0).

Vlastni ¢isla splnuji rovnici
—2X, —2X
N2+ 20 a4 (1+ =208 =0
(14 a) r(14a)

— 2X,
)\1:1 a AQZuB<_4
r(14 a)

Pro vlastni c¢isla plati

Dvojperiodické feseni pro r = s je nestabilni.
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