Modelovani dynamickych systému

Matematické modelovani dynamickych systémi se vyuziva v ruznych oborech ptirodnich, technickych, ekonomickych
a socidlnich véd. Pouziti matematického modelu umoznuje

e popsat 1épe chovani systému

e zjistit chovani v delsim casovém useku — proces, ktery probihda ve skutecnosti pozvolna, muzeme sledovat v delsim
casovém horizontu

e vypocet ruznych variant reseni
e na rozdil od experimentu 1épe odhalit chybné poznéani reality.
Dynamicky systém je realny systém, jehoz stav zavisi na Case, tj. stav systému se méni v ¢ase. Nasim cilem je popsat

matematickymi prostiedky tento vyvoj systému, tj. ziskat matematicky model systému. Redlny systém neni mozno vzdy
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vytvareny model popisovat. Ostatni prvky a vlastnosti muzeme zjednodusit nebo tplné vyloucit. Matematicky model
vétsinou popisuje systém pomoci mnoziny proménnych a konstant a pomoci mnoziny rovnic. Rovnice jsou vétsinou

e diferencni — popisuji diskrétni dynamicky systém
e diferencialni — popisuji spojity dynamicky systém

e algebro-diferencialni — spojity dynamicky systém je popsan diferencidlnimi a algebraickymi rovnicemi.
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1. Jednoduché modely

Pii matematickém modelovani mtuzeme vyuzit jiz zndmé jednoduché modely.

1.1. Ristové modely

Uvedeme zde modely popisujici rust populace v zavislosti na case. Populaci rozumime napiiklad spolecenstvo zivych
organismu, souhrn atomu radioaktivni latky, kapitdlové zdsoby podniku a podobné. Symbolem z(t) ozna¢me velikost
populace v case t, b(t, z) urcuje rychlost prirustku dané populace velikosti x v ¢ase t a d(t,x) uréuje rychlost vymirani
dané populace v Case t v zdvislosti na velikosti populace z. Je-li rychlost rustu populace déna derivaci 2’(¢), muzeme ho
popsat rovnici

() = glt2(t) alt), (1)

kde g(t,x) = b(t,z) — d(t, z) je tzv. specifickd mira rustu populace, kterd obecné muze zaviset na nékolika parametrech.

1.2. Model ristu populace zivych organismi
Malthustv model:
Z'(t) = ax(t)

Model neptredpokldada zavislost specifické miry rustu na velikosti populace. Tento model je dostatecnym v kratsim
casovém useku a pti malé populaci. Pti vétsi populaci tento model nevyhovuje, protoze populace roste s rostoucim
¢asem neomezené a to neni realné.

Logisticka (Verhulstova) rovnice:

(1) = (a—ba(t)x(t)

Model zohlednuje vnitrodruhovou konkurenci. Vnitrodruhova konkurence roste pii vétsim poctu soupeticich jed-
incu. Je tedy vhodné predpokladat specifickou miru rustu jako klesajici funkci velikosti populace. Jednoduchou
funkei spliujici tato kritéria je linedarni funkce g(z) = a — bz, kde a je koeficient rustu a b > 0 je koeficient

vnitrodruhové konkurence.
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Model ristu biomasy rybi populace:
2(t) = k(S(0) —ma(t)) =(t),

kde z(t) zna¢i hmotnost biomasy rybi populace v ¢ase t. Predpokladejme, ze se ryby zivi planktonem. Necht
S(t) znaci hmotnost dostupného planktonu, ktery zbyva v case t. Cfm vice je dostupného planktonu, tim vétsi je
specifickd mira rustu biomasy. Nejjednodussi predpoklad je g(t,x) = k S(t), kde k > 0 je konstanta. Je-li m pocet
jednotek planktonu, muzeme predpokladat

S'(t) = —ma'(t).

Potom dostavame

Gompertzova krivka:

t
7(t) = —aln % x(t),
kde a, K jsou kladné parametry. Volime zde g(z) = —a In . Pokud se  limitné blizi k nule zprava je hodnota této

funkce nekonecno. To muzeme interpretovat takto: Pokud je populace natolik mald, Ze ji hrozi vyhynuti, zacne se
branit zvysenym mnozenim. Tato vlastnost se vyuziva naptiklad pti modelovani rustu rakovinného nadoru.

1.3. Model radioaktivniho rozpadu

Populaci v tomto modelu jsou radioaktivni atomy v néjakém izotopu chemického prvku. Velikosti této populace je
aktudlni pocet téchto atomu v ¢ase t. Predpokladdame nezvySovani hmoty zkoumaného chemického prvku. V ramci
zazitych konvenci budeme znacit pocet atomu N. Dale A > 0 znaci rozpadovou konstantu prvku. Pro vyse zavedené
znaceni tedy mame b(t,z) =0, d(t,x) = A, x(t) = N(t). Dosazenim do rovnice (1) dostavame:

N'(t) = =AN(t).
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1.4. Model regulace glykémie inzulinem

Glykémie je koncentrace neboli hladina glukézy v krvi nebo v krevnim séru. Lidské télo je uzpusobeno tak, aby glykémii
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glykémie je inzulin, ktery jako jediny glykémii snizuje. Glukoéza se ukladd do jater, odkud je postupné uvolnovana do
krve. Odtud se dale dostava do tkané, kde je spotfebovana. Vylucovani inzulinu ze slinivky bfisni je stimulovano
glykémii a vylouceny inzulin postupné z organismu zmizi. Oznac¢me G(t) glykémii v ¢ase t a I(t) koncentraci inzulinu v
krvi v case t. A dale predpokladejme:

1. Rychlost uvolnovani glukézy do krve je konstantni. Tuto rychlost ozna¢me a.

2. Mnozstvi glukozy, které vstoupi do tkané za jednotku casu, je pfimo tmeérné koncentraci inzulinu v krvi. Tuto
konstantu tmeérnosti oznacme f3.

3. Mnozstvi inzulinu vylou¢eného ze slinivky do krve za ¢asovou jednotku je pfimo imérné okamzité glykémii. Tuto
konstantu oznacme .

4. Rychlost rozkladéni inzulinu je ptimo umeérna jeho koncentraci. Tuto konstantu oznac¢me 4.

Na zéakladé téchto predpokladi muzeme vytvorit nasledujici matematicky model obsahujici dvé diferencidlni rovnice.
G'(t) = a-—pI(t)
I'it) = ~vG(t)—4d1(t).

1.5. Model sklizné

Prikladem sklizeni populace mohou byt rybi farma, louka s travou atd. Popisme si tento model nejprve slovné: zména
populace = novi jedinci — zemfteli jedinci — zemfeli jedinci nedostatkem prostoru — sklizeni jedinci.
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Predpokladejme dale, ze velikost sklizné je konstantni. Pouzitim logistické rovnice pro predchozi popis dostaneme tuto
diferencialni rovnici popisujici modelovany systém:

2(t) = r (1-%) w(t) — h

kde r je reprodukéni rust populace, K je horni limita velikosti populace a h je konstantni mira sklizeni (celkovy pocet
sebranych jedincu nebo zemftelych kvuli sklizeni za jednotku ¢asu) a je nezavisla na velikosti populace.

2. Postup matematického modelovani
Nejcastéji se pouzivaji dva zpusoby modelovani dynamickych systému:
e Kklasicky postup s jednou hypotézou

e postup s alternativnimi hypotézami.

2.1. Klasicky postup
Klasicky postup muzeme rozdélit do ¢tyt fazi:

formulace modelu

e ovéreni modelu

uprava modelu

e analyza a vypocet modelu.
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Jednotlivé faze si popiSeme:
1. Formulace modelu

Cile: na zacatku procesu urc¢ime cile a smysl modelu.

Hypotéza: dalsim ikolem je prevést cile a soucasné znalosti problému do seznamu specifickych hypotéz.

Matematicka formulace: kvalitativni hypotézy musi byt prevedeny do konkrétnich kvantitativnich vztahu, které
mohou byt formulovany matematickymi rovnicemi.

2. Ovéreni modelu

Vypocet: vypocet matematického modelu. To muzeme provést

e analyticky, feSeni spociva v nalezeni presného feseni pomoci analytickych matematickych metod

e numericky (pfiblizné), je tfeba prevést matematické rovnice do vhodného pocitacového kédu. Pfi num-
erickém feSeni musime uvazovat jeho numerickou stabilitu, konvergenci a chybu, ktera nam vznikne

e kvalitativni vySetfeni matematického modelu; neziskame piimo feseni, ale pouze kvalitativni vlastnosti
feSeni vétsinou v zavislosti na parametrech.

Stanoveni parametria: stanoveni parametru tak, aby model co nejlépe odpovidal namérenym datum puvodniho
problému (shoda s experimentem).

3. prrava modelu podle stanovenych parametru.

4. Analyza a vypocet modelu. Jakmile je model upraven, muzeme ho pouzit k ziskani odpovédi, zda byly cile
splnény. Jestlize cile nebyly splnény, vracime se znovu k hypotéze nebo k formulaci modelu. Jestlize cile byly
splnény, ziskali jsme matematicky model popisujici nas dynamicky systém.
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2.2. Postup s alternativnimi hypotézami

Tento postup pouziva vice alternativnich hypotéz a pti ovérovani postupné vylucuje nevhodné hyhotézy.
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