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6 Podobnost systému a dé

Qe o

6.1 Fyzikalni rovnice rozmérové a bezrozmérové

Rozmérové fyzikilni rovnice obsahujf rozmérové fyzik4lni velitiny, ” napf. hmotnost,
silu, rychlost, viskozitu. Transformaci rozm&rovych veli¢in na bezrozmérové dostivime z
rozm€rovych rovnic bezrozmérové rovnice. Jak si ukdzeme, zmen$i se potet proménnych
pfechodem od rozmérovych k bezrozmérovym. Z toho diivodu jsou bezrozmeérové rovnice
jednodus¥{, coZ pfinS{ znatné praktické vyhody.

S bezrozmérovymi veliinami a rovnicemi se v chemickém inZenyrstvi setkdvdme
velmi Zasto (viz napt. kapitoly 5,8,10,11,13,16,17). Proto doporutujeme studovat tyto partie
ve sv€tle kapitoly 6. Tim se zisk4 velké mnoZstvi praktickych ptikladd uplatn&nf kapitoly 6,
coZ pfisp&je k jejimu pochopent.

6.1.1 Rozmérové fyzikalni rovnice

Rozmérové fyzikdlni rovnice popisuji kvantitativnl souvislosti mezi Sfyzikdinimi
velic¢inami. Popisuji tak urdity fyzikdln{ stav systému nebo konkrétn fyzikdlni d&j. Fyzikdlni
Tovnice jsou rozmérové homogennf, tj. rozmér levé i pravé strany rovnice, jakoZz i kazdého
aditivniho &lenu,je tenty.

Rozmérovou fyzikdlni rovnici s rozmérovymi velidinami x; miZzeme formdlné zapsat
jako funkci

fO,.%,...,x)=0 (6-1)
Obsahujicf mnoZinu prom&nnych
x,i=12...,n (6-2)

\_—___
% Zde odkazujeme na p¥flohu A2 a na CSN [19] Veliiny a jednotky ve védé a technické praxi.
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Rozmérovou fyzikdlnf rovnici nebo soustavu takovych rovnic ziskdme jako vysledek
teoretického modelovini, byv4 to obytejnd nebo parciln{ diferencidln{ rovnice nebo soustava
takovych rovnic a navic pfislu¥né okrajové a poCdtetni podminky. Rovnice (6-1) form4lng
pfedstavuje uplnou soustavu takovych vztahd.

Integrace diferencidlnich rovnic, resp. soustavy diferencidlnich rovnic poskytne
integrdlni &ili vypoltovy vztah, ktery formdlné zapi¥eme:

F,%,...,%)=0 (6-3)

V jednodud3ich pfipadech odvodime konkrétni formu vypoltového vztahu (6-3) pfimo, tj.
nikoliv prostfednictvim diferencidlnich rovnic. Vypottovy vztah (6-3) lze t€% ziskat
experimentdlné proméfenim a vyhodnocenim souvislosti mezi veli¢inami x; . Integraci lze tedy
nahradit mé¥enim.

V nékterych pipadech, kdy nejsme schopni sestavit teoreticky model, je tvar funkce f
v rov.(6-1) nezndmy. Rozbor konkrétniho problému ndm potom poskytne pouze mnoZinu
vyznamnych prom&nnych (6-2). V tomto pfipad® jsme schopni zfskat konkrétn€ tvar funkce F
v 10v.(6-3) pouze empiricky, tj. vyhodnocenim naméfenych dat.

6.1.2 Bezromérové fyzikdlIni rovnice

Néhrada rozmérovych promé&nnych bezrozmérovymi vede ke snfZenf poctu
proménnych, co? zjednodu$uje feleni (integraci) fyzikdlnich rovnic nebo experimentdlni
stanoveni vztahu mezi fyzikdlnimi veli¢inami.

Bezrozmérové fyzikdlini rovnice popisuji kvantitativni souvislost mezi bezrozmérovyrm
fyzikdlnimi veli¢inami, které obecn& oznatime m, . Bezrozmérovd velitina

w.k=1,2,...,r
md rozmér rovny jedné, tj.
[rl=1
Bezrozmérovou fyzikdlni rovnici nebo soustavu rovnic ziskdme z rozmérové rovnice

(6-1) vhodnou transformact rozmérovych fyzikdinich veliin x; na bezrozmérové veliéiny T, ,
jak je ukdzdno ddle.

Formdln& tuto rovnici nebo soustavu rovnic zapf§eme jako funkci

o(m,m,...,%)=0 (6-4)

s mnozinou proménnych

M k=1,2,...,r1 (6-5)
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Tyto bezrozmérové veliliny m, se v teorii podobnosti (viz &4st 6.4) nazyvajf kritéria
podobnosti. S n€kterymi, jako je Reynoldsovo kritérium Re, soulinitel tfeni A, soulinitel
odporu §, vytokovy soudinitel 1 a bezrozmérovy pomér //d, jsme se jiZ setkali. S mnohymi
se jeSt€ v Chemickém inZenyrstvf I i Il setkdme. Vyjadfovén{ fyzikdlnich souvislosti pomoci
bezrozmérovych vztahll pfedstavuje vyznamny racionaliza&ni prostfedek chemického
inZenyrstvi. Kritéria podobnosti mohou byt bud simplexy, co% je pomér dvou velitin téhoz
druhu, napf. I' = //d, nebo to mohou byt komplexy, které jsou sestaveny z veliin rizného
druhu, napf. Re = vdiv.

ProtoZe vychoz{ rozmérové fyzikdlni rovnice je rozmeérové homogennf, musi{ mit jeji
bezrozmérovd forma takovou vlastnost, Ze rozmér levé a pravé strany rovnice a kazdého
aditivniho &lenu je roven jedné.

DileZité je, Ze mezi poftem n rozmérovych a odpovidajicich r bezrozm&rovych
proménnych platf relace

r<n

tj. Ze jsme pfevedenim rozmérové rovnice do bezrozmérového tvaru sniili pocet promé&nnych.
Tim se docili napf. toho, %e rozm&rov4 parcidlni diferencidlni rovnice (funkce f) pfejde na
bezrozmérovou diferencidlni rovnici (funkce @), jejiz feSent (integrace) je vyrazng jednodug¥i.

Integrdlni (vypottovou) formu vztahu mezi bezrozmérovymi veli¢inami m, zapfSeme
jako funkci

b, m,...,7,)=0 (6-6)

V nekterych pfipadech nejsme schopni urdit konkrétni tvar funkce integraci, ale
experimentdlné. Vyhodnocenim pokusnych dat ziskdme rovnici (6-6) jako empirickou rovnici.

Experimentdlni cesta urfenf tvaru funkce ¢ je nezbytnd, kdyZ nemdme jako vychozi
informaci diferenciélni rovnice, ale pouze mno¥inu promé&nnych (6-5).

SniZeni poftu promé&nnych ptechodem od rozmérovych proménnych k bezrozmérovym
piind3{ znatnou visporu pokusi. Napt. mdme 4 rozmérové proménné, z nichZ tf jsou nezavisle
nastavitelné (nezdvisle prom&nné) a jedna je zdvisle proménnd. P tplném faktorovém
pokusu® na péti drovnich vSech tH nezévislych velitin a pti dvojim provedeni pokust, tj. s
jednfm opakovénim, je tfeba 2 . 5° = 250 jednotlivych pokusi.

SniZi-li se potet proménnych transformaci do bezrozmé&rové formy na 2 proménné,
z toho jedna je z4visle a jedna nezdvisle prom&nn4 , postaluje pro stejné vydatnou informaci
2. 5' = 10 jednotlivych pokust.

Prevedenim do bezrozmérového tvaru tak v nagem pitkladu klesnul potet potfebnych
Pokusti na pouhd 4 % . Tomu odpovidd znatnd racionalizace vyzkumné ¢innosti (zrychlen{
a zlevnéni vyzkumu) a rovn&% i jeho zpFesnéni pfi matematickostatistickém vyhodnocovén{
pokusnych dat.

—

I Vig napt. literaturu [32] pojednavajfcf o plénové4n{ a matematickém zpracovén{ pokusnych vysledkd.
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SnfZenf podtu proménngch je urdeno pottem vazebnych podminek, které jsou:

L Potet zdkladnich rozmérd m, ktery je potfebny k vyjédfent viech rozmérid velidin x; .
2. Potet ptidavnych zdvisle proménnych (z-1) velitin x; , kde z je celkovy polet zdvisle
proménnych.”

Potet r bezrozmérovych proménnych m, tedy bude:
r=n-(m+z-1) ) (6-7)
Hodnota r pledstavuje také potet stupiidt volnosti pfi transformaci mnoziny velitin x; na
mnoZinu veli€in 7, .
Hornf odhad hodnoty 7 pro z = 1 (zji¥téni po¥tu pfidavnych vazeb nenf vZdy snadné)
je nazyvén v literatufe jako Buckinghamilv T - teorém:

r=n-m [z=1] (6-7a)

Prechod od funkce fk funkcim F, @, ¢ ukazuje schéma na obr. 6.1.
Na obr. jsou vyznaleny 2 cesty pfechodu.

L. cesta: foe0¢>F
II. cesta: foFob
integrace
f experiment F
____________ R
/4
trar;lzizn f transformace: zpétnd N
oo | ! F—¢ ‘ transformace opr 6.1. Schematické vyjadfenf pfechodu od
k-——'—“‘r* ______ - ¢ > F funkce fk funkcfm ¢, F, ¢ cestou I nebo I/
¢ integrace 4,
experiment

Obe cesty jsou v odborné literatufe uplatfiovdny. Cestal je viak tsporn&j¥{, nebot se
nejprve sniz polet proménnych a potom se provad&ji ptislu$né matematické nebo
experimentaln{ operace. Cesta II pfedstavuje napt. odvozen{ rozmerové Hagenovy-Poiseuillovy
rovnice integraci diferencidlni rovnice (pfechod od funkce f k funkci F) a transformace do
bezrozmérové formy A = 64/Re (pfechod funkce F k funkci ¢) - viz pfilohu A5.

Mezi funkcemi ¢ a F' musi existovat moznost oboustranné wransformace. Funkce ¢
(rovnice, tabulka, graf) je sice dspornd, ale pro feSenf technickych problémi potfebujeme znt
hodnoty rozm&rovych prom&nnych, které vyplyvajf z funkce F. '

" Z celkového pottu z zdvisle proménnych velitin je pro vyjédfenf vztahu nezbynd jedna zdvisle
promé&nnd. Proto hodnota (z-1) predstavuje pHdavné zdvisle promé&nné. Nesprdvn€ sestavend rovnice
miZe obsahovat vice ne¥ jednu z4visle prom&nnou nebo méme soubor z rovnic, z nichZ kazd4 ma
jednu zdvisle prom&nnou. Spojenfm viech rovnic dostaneme jedinou rovnici s jedinou zdvisle
prom&nnou, tj. poet pt{davnych zdvisle proménnych (z-1) jsme tak eliminovali.
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Vyhody bezrozmérového popisu jsou tyto:

1. Poet bezrozmérovych proménnych vystupujicich v popisu je men¥{ neZ polet
rozmérovych proménnych.
2. Hodnoty bezrozmé&rovych velilin jsou nezdvislé na zvoleném systému jednotek.

3. Z bodu 1 plyne, Ze diferencidini bezrozmérovd  fyzikdInf rovnice je jednodussi, takze
jejf integrace nebo experimentdln{ fe¥en{ je méné ndroéng.

4, Z bodu 2 plyne, ¥ pti pokusném stanoven{ vztahu mezi bezrozmérovymi proménnymi
postatuje podstatné mens{ polet pokusd. Pti pokusech postaduje ménit jen jednu
rozmérovou proménnou, abychom docilili potfebnou zménu bezrozmérové velifiny.

S. Z bodii 1 aZ 4 plyne, Ze analytické, grafické a tabeldrni vyjddfeni vysledného vztahu
mezi bezrozm€rovymi velifinami je jednodus§i, ndzorn&j¥{ a pfesn&jsi.

6. Z bodu 5 plyne, Ze bezrozm&rové vztahy umoZfiuji snaz¥{ a pfesn&j§i, a tedy i
raciondIngjsi analyzu problému. '

Nalezen{ definic mnoZiny bezrozmérovych velitin =, , kterd je ekvivalentni mnoZing
rozmérovych velifin x; , se uskutetiiuje na zdklad® teorie rozméri a rozmérové homogenity
fyzikdinich rovnic. Podle toho, jakd jsou vychoz{ data (bud mnoZina vyznamnych prom&nnych,
nebo systém diferencidlnich rovnic) se k ziskdni zmin&nych definic pouZivéd bud rozmérové
analyzy, nebo teorie podobnosti.

6.2 Rozmérova analyza

Jak jiz bylo feleno, slouZi rozmérovd analyza k transformaci mnoZiny rozmérovych
proménnych x; , v§znamné se uplatiiujfcich pfi popisu stavu ur&it€ho systému nebo priib&hu
urtit€ho d€je, na mnoZinu bezrozmérovych proménnych 7, . Vychozimi informacemi pro
rozokrovou analyzu je pouze soupis vyznamnych proménnych a jejich rozmérd, vyjddienych
pomoci zdkladnich rozmérd. Je zfejmé, Ze rozmérov4 analyza vyzaduje velmi mélo informaci.

Vysledkem rozmérové analyzy jsou definice bezrozmérovych veli¢in m, , a nikoliv
vztah mezi t¥mito veli¢inami. Ten byvd obvykle ziskdvdn pokusnou cestou na modelovém
zafizeni.

Klasickd rozmérovd analyza vychdzejici z univerzdlni soustavy rozmérdl, napf.
odpovidajic soustavé S, je matematicky dosti ndroénd (viz napf. [33]). Zde si proto ukdzeme
Jednoduchou verzi rozmérové analyzy zaloZené na vlastni soustav® rozmérl, kterd je
vytvofena ve shod¢ s feSenym problémem.

Vychdzime z toho, Ze zdkladni rozméry lze vybirat vcelku libovolng. Mdame-li
n rozmérovych velitin, které majf m zdkladnich rozmérid D; , j = 1, 2, . . ., m, pak lze
rozméry tychz n velifin vyjddfit pomoci jiné soustavy zdkladnich rozmértd D) ,
J=1,2,..., m. Pfitom polet zdkladnich rozmér s nenulovymi exponenty by mély byt u
Obou soustav stejny, tj. m = m’. Podle pilohy A2 zapfeme rozmér fyzikdlni velidiny x;
Pomoci zikladnich rozméri D; a D; vzorcem:
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‘
a;

[x1=MD"= ﬁ;w;) [m=m] (6-8)
J=1 J=

Vlastni soustavu zakladnich rozméra D) lze tedy vybrat tak, aby platilo
D}=[[x,.]] j=12....m (6-9)

ProtoZe viak je rozmérovych veligin n>m’, vyuzijeme jen Cast z nich k vytvofeni vlastni
soustavy rozmérfi. Vlastni postup a jeho vyhody jsou ukézany formou piikladu.

Priklad: Neustdlené miSeni roztoku soli

Na obr.6.2 je vyobrazena mechanicky michand pritoénd soustava tvofend nadobou s
michadlem, pfivodem a odvodem kapaliny.

o)
. b 4
V = konst Vs = konst
—D
I
1=0, ¢ G
oo
V = konst
; Obr.6.2 Pritoéna mechanicky michand
1> 0,c= (V)

soustava

V Gase T < 0 je pfivadén a odvadén vodny roztok soli o koncentraci ¢, (hmotnostni
koncentrace soli) konstantnim objemovym tokem V. V nadobé je udrzovan konstantni objem
roztoku V. Mechanické michadlo je v provozu.

V &se t© = 0 uskutednime néhlou (skokovou) zménu koncentrace z hodnoty
¢, na ¢, .Tuto koncentraci i ptivodni hodnotu objemového toku ¥ pak udrzujeme na vstupu
konstantni. Sledujeme zmény na vystupu, kde se ptvodni koncentrace C, (1<0)progas7>0
zatne ménit s &asem. Na vystupu pak mame ¢ = € (1).

Ukolem je pokusné stanoveni zavislosti vyystupni koncentrace roztoku na Case t pro
Zasy T 2 0. Zahrneme-li do této zavislosti i parametry, které mohou byt nezavisle nastavovany,
hledame pribéh funkce (parametry jsou oddéleny stiednikem):

4

C:C(T;r/aVS?CO’CI() (A)
Experimenty by mély poskytnout konkrétni tvar integralniho vztahu
F(V,Vs,C-C,Co-Ci T (B

v némZ jsme nahradili pivodni koncentrace diferencemi vzhledem ke koncentraci G - '
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Néhrada pivodnich koncentraci jejich diferencemi vede ke zjednoduSeni vyslednych
bezrozmérovych velitin a vztahd, neboi rychlost déje (vyrovndvén{ koncentraci) je zdvisld na
rozdilech: Rozdil (G, - G, ) pfedstavuje maxim4lni rozdil koncentraci, ktery miize v systému
nastat. Podle matematické terminologie pfedstavuje takovy rozdil normu. Rozdil (¢ - ¢, )
reprezentuje  prom&€nnou C v transformované podob&é a -podil obou diferenci
(¢- G )/ (& - &) je normovand koncentrace C, kterd nabyvd hodnot C e <0;1>.

Mime tedy rozmérové velitiny o poltu n = 5:

=V

X, = Vg

X, =C- ¢ (C)
X, =G - C,

X5 =1

Rozméry téchto velifin vyjadfené pomoci zdkladnich rozmérid D, (zde utita soustava SI) jsou:
[vi=L*1"
[vil=1°
(D)
[e,-¢l=Ec-cl=ML"?
[<1=T

Uplatn€nd piivodn{ soustava zékladnich rozmérd tedy je L, M, T, tj. m = 3.
Vlastni soustava zdkladnich rozmérd D} , m’= 3, bude s vyhodou sestavena podle
rovnice (6-9), tj.:

D;=Ix], j=123 (E)

Volba velitin x; k vyjddfeni D; je omezena pozadavkem, aby vlastni soustava rozmérd
zahmovala viechny piivodni zdkladni rozméry D;, 4. L, M, T. Za rozméry D; volime nap.:

D} =[ V]
D;=[¢-¢l (F)
D;=[1]
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Kombinaci rovnic (C) a (F) a tpravou dostaneme vyjddfeni pivodnich rozmérg Dj
pomoc vlastni soustavy D;:

L=[vil=sL=[v,]?
ML'3=[Co-Ck]lﬁM=L3[CO-C,‘]|=[Vs]][CO-C,,I| (G)
T =[<]
Takto vyjddfené rozméry D; eliminujeme ze zbyvajicich dvou rovnic soustavy (D):
[VvI=Lvsll<]
(H)
EC'Ck]]=[Vs][C()' C’,]“[Vs]]-]

Soustavu (H) pfevedeme do bezrozmérové formy napt. délenim levé strany pravoy
stranou:

[vii-I
[vsl
0
c-¢l
L_; = 1 = [ 11’2 ]]
[g-cl
Definice bezrozmérovych proménnych potom jsou:
Vr T
HN=—=— =06
Vs T
)
C = Ck
., = =
G- G

Stfedni dobu prodleni T Jsme zavedli podle rovnice (1-1) za pfedpokladu, %e roztok v objemu
Vs a v objemovém toku vV uvazujeme pfi stejné hustot€, tj. V / V, = i / ms . Velitinu
nazveme potom bezrozmérovy éas © a veliting T, bezrozmérovd (normovand) koncentrace C.
Dostali jsme 2 bezrozmérové velitiny, coZ vyhovuje Buckinghamové teorému podle
rov.(6-7a):
r=n-m=5-3=2

Odvozené bezrozmerové velitiny pouZijeme k pokusnému uréeni zdvislosti

d(m,,m)=0
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resp-

C=C(®)

6.3 Teorie podobnosti

Teorie podobnosti umoziuje posoudit, zda jsou dva systémy nebo déje téZe fyzikélni
podstaty podobng.”

Teorie podobnosti soucasné dava navod, jak vytvofit k danému systému nebo déji,
ktery se oznaCuje jako vzor, podobny systém nebo dgj, ktery se nazyvd model.
Matematicko-fyzikalni souvislost mezi vzorem a modelem umozituje uplatnit postup pro
racionalni feSeni technickych problémi, ktery se nazyva modelovani (viz Cast 6.4).

Pomoci teorie podobnosti miZeme transformovat mnoZinu rozmérovych proménnych
na mnoZinu se snizenym poctem bezrozmérovych proménnych, pokud Jjsou k dispozici vztahy
popisujici dany systém ¢i d&j ve formé diferencialnich rovnic véetné pocétecnich a okrajovych
podminek. Se sniZovdnim poltu rozmérovych proménnych jejich transformaci do
bezrozmérové formy jsme se jiZ setkali v &asti 6.1. Zde viak bylo k této transformaci uZito
rozmérové analyzy, kterd vychéazi z jinych primarnich informaci ne? teorie podobnosti.

SniZeny pocet bezrozmérovych proménnych davd moZnost zobecriovar vysledky
experimentii a zobecnéné vysledky potom uplatnit pfi navrhovdni primysiovych zafizeni. Pii
praci na pocitaCi zkracuje dobu vypoltu a zlep3uje konvergenci feseni.

6.3.1 Vyjadreni podobnosti systémi a déji
Zde ukaZeme vyjadieni podobnosti systému a déji tiemi riznymi zpusoby, a to pomoci

Q) konstant podobnosti,
b invariantd podobnosti,
c) kritérii podobnosti.

Pojmy konstanta a invariant podobnosti vyloZime na nejjednodussim ptipadu
podobnosti systému, kterym je podobnost geometricks. V ptipadé geometrické podobnosti se
posuzuji vzajemné relace dvou systémi pouze z hlediska jejich tvaru, ktery je vyjadien
nejdilezitéjsimi délkami, tzv. charakteristickymi délkami systému. Napf. u nadoby se souose
umisténym michadlem naplnéné kapalnou vsadkou (viz kap. 12 Michdni a kap.8 Pfikladi)

jsou za vyznamné linearni délky povaZovany pramér michadla d, priimér nadoby D,

'S pojmem podobny systém jsme se jiZ setkali na stfedni $kole pfi popisu podobnosti trojihelniki.



vy$ka hladiny vsddky nade dnem nadoby H, vy¥ka roviny michadla nade dnem h, a ¥itka
narizky b.

Vedle podobnosti geometrické budeme pojedndvat o fyzikdinf podobnosti, kteri
vyjadfuje podobnost systémi a d&ji z hlediska jinych, intenzivnich fyzikdlnich veliin (napt.
hustota p, viskozita 1, teplota ¢, tlak p, rychlost v), neZ jsou veliCiny slouZici k vyjadfeni
geometrie systému (charakteristické délky). K vyjadfovani fyzikalni podobnosti obvykle
uplatiiujeme kritéria podobnosti.

6.3.1.1 Konstanty podobnosti

UvaZujeme dva obecné riizné velké trojiihelniky zobrazené na obr.6.3. K porovndni
vét§tho a mensiho trojihelniku pouZijeme pomér odpovidajicich si délek, tj.

LI =cy L/ =cy I8 = cp

Pro podobné trojiihelniky musi platit;

A I I
_——— I — = — =0 =0y =Cn = C (6'10)
l; l; I; I3 n J&] 1

Obr.6.3. Dva podobné obecné
trojihelntky s délkami stran
Lihtha s Ghly a,05,04
rozliSené jednou &arou (’) pro
men¥f a dvéma (") pro vE&(
trojihelntk

tj. pomer délek odpovidajicich si stran mus{ byt konstantni. Konstanta podobnosti délek c, se
téZ nazyvé konstantou zv&teni systému (") vi&i systému ().

Je zfejmé, Ze konstanty podobnosti jsou bezrozmérové velidiny, nebot predstavujf
pomér dvou veli¢in té¢hoZ druhu.

Geometrickou podobnost trojiihelnikil (a obdobné i jingch geometrickych ttvard) lze
t€Z vyjadfit pomoci charakteristickych dhld:

o /oi= of/ay= ay/og= 1 (6-11)
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vV technické praxi v¥ak ddvdme pfednost uZiti délek (sndze a presnéji se méii) pred thly.
Pri vyjadfovani nebo posuzovini geometrické podobnosti sloZitéj§ich soustav pomoci
konstant podobnosti délek postupujeme v principu stejn€ jako v ukdzaném pifpadu podobnych
trojihelnik.
Nyni roz$f¥fme tuto metodu posouzeni podobnosti dvou systémii a d&ji éze fyzikdlni
pdva,hy i na dalst fyzikdini veli¢iny. Obecné plati, Ze podobné jsou dva objekty (systémy a
d&je v nich probihajici), kdyZ soutasn€ vykazuji

a) podobnost geometrickou,
b) podobnost fyzik4lni, tj. kdyZ jsou podobn4 pole jejich fyzikalnich veli€in.”

Podobnost fyzikdinich déji 1ze vyjidfit takto: Dé&je téze fyzikdlni povahy v
geometricky podobnych soustavdch vykazuji fyzikdlni podobnost tehdy, kdyZ vyznamné
fyzik4ln{ veli¢iny™ jsou si im&mé v odpovidajicich mistech obou soustav a v odpovidajicich
Lasech.

Nustrujme fyzikdlni podobnost jednoduchym piikladem ukdzanym na obr.6.4. Zde
uvazujme ustdleny tok tekutiny trubkou, v niZ se nachizi zabudovand clona. Usek trubky s
clonou pfedstavuje jednak men$i systém (°), jednak ve&tSi systém (").

i ¢

L 14 t‘————“—ﬁ————i

- 8"
, > o a” Obr.64. Proudénf
v Is Aot LT P v r.0.4. Toudacn:
! ll Al P, I v M v" Al % > 2 tekutiny trubkou se
R P p" ’ e zabudovanou clo-
PisPs5 M 2E et nou - pfiklad na
fyzikdlni = podob-

nost

Geometrickd podobnost clony s otvorem d a tkosem o zabudované do trubky o
priméru D je spinéna, kdyZ plati

— = =1 (6-12)
o

? Pod pojmem pole fyzikdini veliciny je min€no rozloZeni t€to velifiny (intenzivnf) v prostoru a fase
(y hranicfch daného systému).

vWznamné veliciny se povaZujf ty, jejichZ zmé&na zplsobf vyraznou zménu zdvisle proménné a
Maopak za nevyznamné povaZujeme ty velitiny, kieré majf na zdvisle proménnou zanedbatelny vliv.
Vyznamnost velitiny lze testovat statistickymi metodami. Zanedbdnfm mdlo vyznamngch veliCin
docflfme zjednodusenf s pfijatelnou chybou. Dostaneme model - zjednoduSeny obraz skutecnosti.
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Fyzikdlni podobnost tlakového a rychlostniho pole obou systémil ilustrujeme pouze
pomoci hodnot téchto veliCin ve dvou vybranych bodech P, a P, které musi u obou systémuy
lezet v odpovidajicich si mistech podie principu geometrické podobnosti. Oba body jsme
polozili do osy trubky. Proto k urCeni jejich polohy postacuji délky [, a I, (viz obr.6.4).
Vzdjemnd poloha obou bodi u podobnych soustav je dana stejnou hodnotou konstanty
podobnosti délek ¢, jako v rov.(6-12):

— == (6-13)

Jelikoz se tento ilustrativni ptiklad tyka ustaleného déje, nemusime urcit odpovidajici
si ¢asy (dalezité pouze pro neustalené déje), protoZe hodnoty fyzikalnich veli¢in ve zvolenych
bodech jsou nezavislé na Case.

Pro fyzikdlné podobné systémy musi platit:

Uy Uy
= = cv
v v,
_p_:_ _ __pi —c, (6-14)
b P
pH n"
T T 6 T TG ’
P n

7 ilustrativnfho piikladu, kde jsme mohli vybrat libovolné dva body P; a P, , plyne dileZity
obecny zavér: Fyzikdlni velicina jednoho druhu ma v podobnych systémech jedinou hodnotu
konstanty podobnosti.
Obecné plati, Ze dva systémy jsou podobné, jestlize pro viechny vyznamné fyzikalni
veliciny (véetné geometrickych parametrd) jsou soutasné splnény relace:
"/x,=c,; , i=1,2,...,01 (6-15)
Veliginy x! a x)v 1ov.(6-15) jsou té¢hoz druhu a jsou ptitazeny odpovidajicim si mistim
(z hiediska geometrické podobnosti) srovnavanych systémi (viz napf. pomér v\ / v} podle
obr.6.4).
Relace (6-15) predstavuje nutnou a dostacujici podminku podobnosti systémit a déji.
Tato relace musi platit u podobnych objektdl v odpovidajicich si mistech a &asech véetné- |
okrajl a pocatecnich stavli obou soustav. ‘
K jednomu vzoru lze pomoci proménné hodnoty ¢, (geometricka podobnost) a na E
zékladé riznych ¢, pro ostatni fyzikalni veli¢iny vytvofit nekonecny pocet modeld. . 3
Kombinace hodnot ¢,, viak neni zcela nezavisla, jak ukazeme v dasti 6.4. 3
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6.3.1.2 Invarianty podobnosti

Pouziti invariantd podobnosti opét ukdZeme na podobnosti trojihelnikd z obr.6.3. V
daném trojuhelniku zvolime jednu z charakieristickych délek za miru viech charakteristickych
délek tohoto trojihelnika. Tuto miru oznacime /' . Zvolime-li u prvniho trojihelnika za miru
délku strany /;, pak vyznamové tutéz stranu zvolime za miru délek u trojihelnika druhého.
Bude tedy:

(ry=s,ry=»un (6-16)

Vydélime-li nyni jednotlivé charakteristické délky zvolenou mirou, dostaneme relativni délky
(bezrozmérové délky), které nas informuji o tom, jakym ndsobkem zvolené miry je dana
charakteristicka délka. Tyto bezrozmérové délky oznaCime /| , 5, [; . PH uplatnéni miry délek
podle rov. (6-12) bude:

] 3 )

(1‘;>’=7;—,=1 (b)Y = (B = )
(6-17)
L cw_ b . ;
=gy e By
Pro geometricky podobné trojubelniky musi platit:
(L y=01;)=1 (L3 )y=(015)=1I; (6-18)
pti¢emZ souCasné plati:
Loy =0 )y =17 =1 (6-18a)

Bezrozmérové délky 7, , /5 a [; nazyvame invarianty podobnosti délek /, , /, , I pfi posuzovani
podobnosti trojuheinikdl. Snadno lze prokazat, Ze vyjadfeni podobnosti pomoci konstant
podobnosti je ekvivalentni aplikaci invarianti podobnosti.

Obdobné relace bychom dostali pfi vyjadieni podminky geometrické podobnosti
slozitgjsich geometrickych soustav.

Pomoci invarianti podobnosti 1ze rovnéz vyjadfit fyzikdlni podobnost. Stejné jako jsme
zavedli pro kazdy systém odpovidajici si vybrané délky jako miru délek, musime tak udinit
pro kazdou fyzikalni veli¢inu. Pro veli€iny p, v, p, n vyskytujici se v obr.6.4 zavedeme miry
P v, pt, " zvIadt pro systém () a zvlast pro systém (). Pfitom za miru (relativni
jednotku) uréité veliginy je nutno volit jeji charakteristickou hodnotu, ktera je jednoznacné

definovana. Napt. pro rychlost v miiZeme za miru zvolit stfedni rychlost v pritoéném prifezu,
4.

v=<u>=V/§ (6-19)
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nebo hodnotu rychlosti v ose potrub{
v = Vinax ( 6-20)

S pouZitim charakteristické rychlosti podle rov.(6-19) jsme se jiz setkali, napf. v
kap.5 Proudénf tekutiny potrubfm u definice Reynoldsova kritéria Re a soulinitele tfenf A.
Jako miry tlakd mdZeme p¥i proud&ni tekutiny trubkou napf. pouZit tlakovou ztritu Ap,, na
useku délky [, tj.

p* = Aps, (621)

coz v systému (’) bude tlakov4 ztrdta na délce I’ a u systému (") tlakovd ztrdta na délce /".
Pfitom mus{ platit” I'/I’ = ¢, .

Pro velitiny, které jsou v celém systému konstantnf, je volba miry formdln{ zéleZitosti.
V ilustrativnim p¥ipadu majf tuto vlastnost hustota p a viskozita 1. Volime

pr=p , M=1 (6-22)

Invarianty podobnosti t&chto konstant se potom rovnaji jedné.
S pouZitim invariantt podobnosti se setkdvdme v Edsti 6.3.2, kterd pojedndvd o vyuZit{
teorie podobnosti k odvozen{ kritérif podobnosti.

6.3.1.3 Kritéria podobnosti

V &4sti 6.1 jsme se setkali s transformaci mnoZiny rozm€rovych proménnych x; ,
i=1, 2, ..., n na mnoZinu bezrozmérovych promé&nnych x, , k=1, 2, ..., . Tyto bezrozmérové
prom¥nné nazyvdme kritéria podobnosti, nebot nutnou a dostatujici podminkou podobnosti
systémi a d&ji je, Ze pro viechna kritéria podobnosti u porovndvanych objektd plati

m=n , k=1,2, .., 7 (6-23)

tj. musi souCasné platit
=N, =T ,.,T =17, (6-23a)

Jiz jsme ukdzali odvozen{ kritérii m, z rozmérovych veliCin x; pomoci rozmérové
analyzy (0dd.6.2). V &dsti 6.3.2 ukdZeme odvozeni kritérii podobnosti pomoci teorie
podobnosti.

Nekdy se tato kritéria rozd&luji na simplexy, coZ jsou bezrozmérové velitiny dané
pomérem dvou veli€in téhoz druhu (napt. relativni drsnost €/d), a na komplexy, coZ jsou
bezrozmérové velitiny definované pomoci veli¢in rizn€ho druhu (napf. Reynoldsovo
kritérium Ae nebo soutinitel tfeni ).

“ Jednu z délek I" a I’ Ize vybrat libovolné.
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Na zaklad¢ vztahi (6-15) a (6-23) Ize ukézat souvislost mezi vyjadienim podobnosti
pomoci kritérii a pomoci konstant podobnosti, a tim i pomoci invariantd podobnosti. K
posouzeni a k vyjadfeni podobnosti muzeme tedy uZit vzijemné ekvivalentni konstanty,
invarianty a kritéria podobnosti.

6.3.2 Odvozeni kritérii podobnosti pomoci teorie podobnosti

Teorie podobnosti umoZiluje pfevedeni mnoZiny »# rozmérovych proménnych x, , které
se uplatituji pfi popisu dan¢ho systému nebo déje, na odpovidajici mnozinu r bezrozmérovych
proménnych m, .

TotéZ umoZiuje rozmérové analyza, pro kterou je vychozi informaci mnoZina
rozmé€rovych proménnych x; a jejich rozméri [ x; ] pro i =1, 2, ..., n. Znalost vztahti mezi
veliCinami x; pfitom neni pozadovana.

Vychozimi informacemi pro teorii podobnosti viak je vztah (nebo vztahy) mezi
rozmérovymi fyzikalnimi velic¢inami

S L,x,. 0. ,x,)=0 (6-1)

vyjadfeny analyticky, zpravidla ve formé& diferencidini rovnice nebo soustavy diferencidlnich
rovnic v€etn€ okrajovych a pocate¢nich podminek.

Pro dal8i matematické zpracovani je vyhodné rovnice transformovat na jednodussi,
bezrozmérovy tvar, tj. na funkci ¢ z rov.(6-4). Ten se snaze integruje analyticky & numericky.
Ziska se funkce ¢ z rov.(6-6), ktera plati pro vSechny podobné systémy. Transformaéni postup
v dal$im vyloZime.

Neumime-li vychozi rovnice analyticky ¢i numericky fesit, tj. nalézt jejich integralni
vyjadfeni (vypoltovy vztah)

F(x,x,...,x,)=0 (6-3)

uplatnime dale uvedenou metodu transformace. Pokusnou cestou pak uréime vztah mezi
bezrozmérovymi proménnymi z mnoZiny m, , k= 1, 2, ..., r:

d(m.my,...,m)=0 (6-6)

Ziskana empirickd funkce ¢ ma charakter integralniho tj. vypoétového vztahu vzhledem k
funkei f po prevedeni do bezrozmérového tvaru a plati pro vSechny podobné soustavy - viz
10v.(6-23). Jde tedy o integral funkce . Casto se uplatiiuje empirické vyjadfeni funkce ¢ v
mocninovém tvaru:

mE=AT T (6-24)
kde 4, 4 b, ..., z jsou konstanty. Funkce ¢ dand rov.(6-6) nebo jeji vyjadieni napf. v

mocninovém tvaru rovnice (6-24) se nazyva kriteridlni rovnice. Rovnice ziskana pokusnou
Cestou ma platnost zaru¢enou jen v rozmezi hodnot kritérii vypodtenych z pokusnych dat.
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Lze dokazal, 7e bezrozmérové proménné m, odvozené metodou teorie podobnosti z
diferencialnich rozmérové homogennich rovnic vietné okrajovych a potateCnich podminek
(funkce /) jsou stejné jako bezrozmérové proménné odvozené z integrall téchto rovnic (funkce
F).

Nejprve uvedeme postup odvozeni kritérii metodou teorie podobnosti a tento postup
potom budeme ilustrovat na piikladech.

1. Pro kaZdou veli¢inu x, v diferencialnich rovnicich (funkce f) se zvoli odpovidajici
charakteristickd velidina x7 , ktera mé charakter miry (relativni jednotky). Pomeér
velitiny x, a charakteristické veli¢iny x7 je bezrozmérova veli€ina x; , kterou jsme
nazvali invariant podobnosti. Potom lze vyjadtit libovolnou fyzikdlni rozmérovou
veli¢inu vzorcem

X, = X, X, (6-25)

Za charakteristickou rychlost, jak jsme si jiz uvedli, miZeme napf. pfi proudéni
tekutiny trubkou volit stiedni rychlost nebo rychlost v ose potrubi a hodnoty rychlosti
v riiznych mistech soustavy lze méfit touto zvolenou relativni jednotkou. V jiné
soustavé méa oviem takova relativni jednotka obecné jinou velikost.

2. Do soustavy rozmérovych diferencidlnich rovnic (funkce f) dosadime za kazdou
veli¢inu x, ze vzorce (6-25) a takto upravené rovnice pievedeme do bezrozmérového
tvaru d&lenim vhodnym vyrazem, sestavenym z charakteristickych veli¢in (viz dale
uvedené priklady).

3. Jednotlivé &leny bezrozmérové rovnice podle bodu 2 obsahuji bezrozmérové
koeficienty tvofené charakteristickymi veli¢inami. Tyto koeficienty jsou hledana
kritéria podobnosti , . Kritéria jsou sloZena z charakteristickych veli¢in rizného druhu
(komplexy) nebo stejného druhu (simplexy).

4. Takto nalezena kritéria obsahuje integral diferencialnich rovnic ziskany analyticky,
numericky nebo experimentalné. Pokusné ziskany vztah mezi jednotlivymi kritérii m,
(funkce ¢) mizZe byt vyjadien kriteridlni rovnici, tabelarn€ nebo graficky.

Dale uvedené ilustrativn{ piiklady jsou zaloZeny na diferencidlnich rovnicich, které sice
v ramci nasich pfednasek neodvozujeme, které vak maji v chemickoinZenyrske teorii zdkladni
vyznam.

V prvnim prikladu jsou vychozimi rovnicemi diferencialni rovnice kontinuity” a
Navierova-Stokesova rovnice’” proudéni realné tekutiny. Pro jednoduchost jsou tyto rovnice
zapsany ve skalarni formé jako primét do osy x.

V druhém ptikladu uplatiiujeme Fourierovu-Kirchhoffovu rovnici, jejiZ integral udava
rozdéleni teplot v proudu tekutiny, s okrajovou podminkou pro pfestup tepla (viz kapitoly 15,
16). Opét se vychazi ze skalarniho zapisu pro primét do osy x.

" Odvozeni pomoci diferencialni bilance celkové hmotnosti je uvedeno v pfiloze A6.

") Odvozeni Navierovy-Stokesovy rovnice je zaloZeno na diferencidlni bilanci hybnosti proudici redlné
tekutiny. Navierova-Stokesova rovnice vyjadiuje souvislost mezi rychlosti iekutiny a dal$imi
fyzikalnimi veli¢inami v prostoru a case. Jeji integraci se ziska rychlostni pole tekutiny. Podrobné&jsi
informace lze najit v literatufe, napk. [8, str.97].
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P¥iklad 1. Proudént tekutiny trubkou

UvaZujeme proudéni tekutiny v poli mérné objemové sily, jejiz pramét do osy x je f, .
Hustotu p a viskozitu n pfedpoklddame konstantni. Jestlize primeét rychlosti do osy x
oznalime v, , miZeme zapsat diferencidlni rovnici kontinuity nestladitelné tekutiny do

smeéru x:

— =0 (6-26)

Navierova-Stokesova rovnice pro primét do osy x zni:

op Fv, P, 82ux\
+n( + + +fp=
0 x oxr 0y oz |
0 v, N o v, . ov, o, 627
= Ux V+ z Il
Sy p(ax oy 7 8z ” (6-27

Nyni uplatnime na soustavu rovnic (6-26) a (6-27) dtive uvedeny postup:

1. VSechny fyzikalni veli¢iny vyjadfime podle vzorce (6-25):

x=1I"x
v, =V v, y=0Iy
v, = Uy, z=1["z
v. = v =K (6-28)
p=pp pP=p p
n=n"1n T=171

2. Z rovnic (6-28) dosadime do rovnic (6-26) a (6-27) a ziskané rovnice pfevedeme

do bezrozmérového tvaru:

] —— =0 (6-29)

" Celou rovnici d&lime vyrazem (v"/I").
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Vzhledem k tomu, Ze pred bezrozmérovou derivaci v rovnici (6-29) je koeficient roven jedng,
nevyplyva z této rovnice zadné kritérium podobnosti, tj. vSechny bezrozmérové rovnice
kontinuity jsou stejné bez ohledu na podminky. Tim je splnéna podobnost pro viechny tyto
ptipady (viechny diferencialni rovnice kontinuity jsou si podobné).

Nyni dosadime ze vztahli (6-28) do Navierovy-Stokesovy rovnice (6-27). Obdrzime

P dp  wv [ &v P Py C e
- —+ n —+ — + > SR
I ox I L 0x~ oy~ 0z
oy o v, W' v, Ov, s
= P p SRR p Y p’ o v, + u; + vjl :( P )
T ot I L Ox oy az I

P aop n Fv, Fv,  Fu] T
- + rf[ + +

piv?t ox rvp 0 x” 0 y? 0z? J v'?

Fv. P, & v }
+ +
o x? 0 y* 0z?

r . o .
ST P —+tp
v T ot

(6-30)

3. Koeficienty sloZené z charakteristickych veli¢in oznacenych (*) jsou bezrozmérové,
nebot celd rovnice (6-30) je bezrozmérova. Tato rovnice plati pro podobné systémy, jen kdyz
koeficienty u tychz ¢lenti (kritéria podobnosti) jsou Ciselné stejné; viz podminka (6-23).
Nadale pro jednoduchost upoustime od vyznacovani charakteristickych veli€in kifzkem.

Z rovnice (6-30) vyplyvaji tato kritéria hydrodynamické podobnosti [za
charakteristicky tlak se ¢asto bere tlakova ztrata, tj. p* = A py, - viz rov.(6-21)]:

A pg, 1 "
LYy L
pv 2
1 1 lvp
n, = 1 = — Re = =
lvp Re T, n
!
n, = A Fr
i v
l 1 1 VT
T, = = — Si= =
VT Si T, )

Y Po vynasobeni rov.(3-/8) hustotou tekutiny p ziskame:
Apg=pes=Cvp/2.
Dostaneme tak vyjadfeni soudinitele odporu & pomoci tlakové ztraty A py, .
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Kritéria typu komplexi se &asto ozmatuji zkratkami jmen slavnych védei:
Eu - Eulerovo  kritérium, Re - Reynoldsovo kritérium, Fr - Froudovo kritérium,
Sl - Strouhalovo kritérium. Kritérium C se nazyva sou€inite! odporu. Kromé téchto kritérii lze
7 okrajovych podminek (napt. charakterizujicich geometrii soustavy) odvodit simplexy (pomér
dvou veli¢in téhoZz druhu). Napf. v pfipad€ drsné trubky obdrzime

€

I
.-
d T d

Ry =

kde 7; predstavuje pomér délky trubky k praméru a 7, relativni drsnost.

4. Pokusné stanoveni funkce ¢ poskytne kriteridlni rovnici, napf. typu

d ¢

]
Eu=A Re“ Fr® SI* (—d—) (78) (6-31)

Kriterialni vztah typu (6-31) je v literatufe (PFiklady) napf. pro tok tekutiny v drsné
trubce uvadén ¢asto v grafické forme jako Moodyho graf (obr.5.6)

6(A,Re,e/d)=0 (6-31a)

pro piipad, Ze je d&j ustaleny (S/ = konst), Ze na tok nema vliv vngjsi silové pole (Fr=konst)
azel/d> 50 (simplex ! / d nema vliv na hodnotu Eu). Kromé toho je oproti vztahu (6-37)
zavedena nova bezrozmérova proménna - soucinitel tfeni A:

A=2Eud/l (6-31b)

Jiz z této ukazky plyne, Ze mnoZinu ptivodné odvozenych kritérii 7, 1ze transformovat
podle potfeby na jinou mnoZinu 7 o stejném poétu prvki r vytvafenim pfevracenych hodnot
piivodné odvozenych kritérii, jejich vzajemnym ndsobenim, odmocfiovanim ap. Studentiim sc
doporucuje, aby si sami vyhledali piklady dodate¢né transformace odvozenych kritérii pro
proudici tekutinu a téZ v dal3ich pfipadech

Priklad 2: Sdileni tepla v proudici tekutiné”

Fourierova-Kirchhoffova rovnice (viz pfiloha A10) pfi jednosmérném sdileni tepla ve
sméru osy x v proudici tekutiné (¢ - teplota, a - teplotni vodivost) ma tvar:

" Tento piiklad souvisi s kapitolou 16 Sdileni tepla proudénim. Proto doporuCujeme dikladnéjsi
studium tohoto ptikladu az pfi studiu kapitoly 16.
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ot at+ ot (6.32
p—sd vx -
o x? 41 o x )

Okrajova podminka vyjadiuje rovnost intenzity toku tepla pfestupem z jadra tekutiny na sténu
a vedenim v laminarni vrstviéce v blizkosti stény, tj. pro x —> X, :

o1
al|<t>-t, | :-x( (6-33)

dx )x‘ax

w

Veli¢ina o je soudinitel pfestupu tepla, A - tepelnd vodivost tekutiny, 7, - teplota steny,
<g> - stfedni teplota tekutiny.

Uplatnime nyni uvedeny postup:

1. Jednotlivé velitiny vyjadiime jako soudin zvolené miry a invariantu:

a=a" 4 v,=V U,
t=1t" A=AT A
(6-34)
x=1"x a=o o
t=1T
2. Z rovnic (6-34) dosadime do rov.(6-32) a (6-33):
a1t &Fr v or A or , (a*t‘)
a“ = +U7 U; N
1" 0 x™ 7 9T " ox [
o 1 or vt It or
a = + — v, - (6-35)
0 x7 a’1t’ ot a’ 0 x
L tt or Lt
A A R R I W—) :(x )
I O0x /x—>ux,) l”
\
o'l or
— o | <r>-t, | =-N ( ) (6-36)
AT 0x Ix —>x,
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3. Z rovnic (6-35) a (6-36) plynou kritéria:

12
Fourierovo kritérium: n, = Fo=
at
. e v/
Pécletovo kritérium: n, = Pe =
a
e ol
Nusseltovo kritérium: i, = Nu =
A

Pti popisu sdileni tepla v proudici tekutiné je oviem tfeba je§té uvaZovat rovnice proudéni,
z kterych vyplyvaji hydrodynamickd kritéria. Tato kritéria jsme odvodili v piikladu 1.
Soustava vychozich rozmérovych diferencidlnich rovnic popisujici sdileni tepla v proudici
tekuting by se tedy skladala z rovnic (6-26), (6-27), (6-32) a (6-33).

4. Experimentalné urCené kriterialni rovnice popisujici rizné konkrétni piipady sdileni
tepla proudénim jsou uvedeny napt v Prikladech. Tyto empirické kriteridlni rovnice plati s
jistotou (jak jsme jiz uvedli) pouze v rozsahu pokusnych hodnot kritérif a jejich tvar zavisi
" na pokusnych udajich. ‘

6.4 Modelovani

Teorie podobnosti umoziiuje racionalizaci jak teoretické, tak i praktické prace pfi
realizaci primyslovych systémil a d&ji. Geometricka a fyzikalni podobnost dava navod, jak
pfejit od pokust v laboratorni aparatufe k primyslovému zafizeni. Laboratorni zafizeni s
urCitymi latkami a déjem lze oznacit za modelové zaiizeni s modelovymi latkami a s
modelovym d&jem, coz souhrnné nazyvame modelem. Vlastni procedura, pomoci niZ se hleda
souvislost mezi modelovym a realnym dé&jem, se nazyva modelovani.

Pro podobné systémy jsme uvedli podminku (6-23) nebo (6-23a):

n,=n, , k=12, .. r (6-23)
Vyjadifme-li kritérium m, pomoci veli¢in x, , i=1, 2, ..., n, dostaneme:

M=) T w1 (6-37)

kde exponenty o, jsou znamé a nabyvaji takovych hodnot, e cely vyraz 7, nebo = je
bezrozmérovy. Jako priklad ndm poslouzi m, = Re = v' d' v, kde vyraz nazvany
Reynoldsovo kritérium je -tou bezrozmérovou proménnou, obsahuje 3 fyzikaln{ rozmérové
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veliiny (x; =v , x, =d, x, = v) a exponenty o, = 1, 0, = 1, oy, = -1.
Pro kaZdou velitinu x; miiZeme psét rov.(6-15):

x;/xi=cy (6-15)

Spojenim rovnic (6-15) a (6-37) dostaneme

me=m e k=121 (6-38)

Pro podobné objekty musi soutasng platit rovnost viech kritérif podobnosti podle rov.(6-23).
Pro ptipad podobnosti potom z rov.(6-38) plyne

L, k=12 .1 (6-39)

.==
©

I
—

&

Soustava rovnic (6-39) pfedstavuje jinou formu vyjddfeni podobnosti. Tyto rovnice se
nazyvaj{ modelové zdkony, nebot jsou vhodné k praktickému pouZiti pro lely vytvdfeni
modeld a pro pfenos vysledkd ziskanych na modelu do praxe. Téchto modelovych zdkond
je r pro kaidy pfipad, co% je polet vaznych podminek mezi konstantami podobnosti
(o existenci t&chto vazeb jsme se jiz zminili v zdvéru ¢4sti 6.3.1.1). Rozdil (n - r) pfedstavuje
potom pocet stupril volnosti, tj. potet konstant podobnosti, jejichZ hodnota miiZe byt volena
(nezdvisle).
Uplatnént modelovych zdkonil je ztejmé z déle uvedeného ptikladu.

Priklad: Obtékdni koule vazkou tekutinou

Ukolem je urdit situ F, kterou pisobi proud tekutiny o rychlosti v, hustoté p
a kinematické viskozité v na upevnénou kouli o priméru d. Predpokladejme, e nemame k
dispozici Zadny vypodtovy vztah a Ze hledanou velidinu ur¢ime modelovym experimentem.
Nejprve piifadime uvedené fyzikalni veli¢iny k proménnym x; :

x=F ,x=v,x5=p,x=Vv.,x=d,t.n=5
ZapiSeme-li rozméry téchto velidin pomoci zdkladnich rozmé&rl soustavy SI, zjistime, Ze tyto
veliCiny zahrnujf zdkladn{ rozméry L, M, T, tj. m = 3.
Pfedpokldddme jedinqu zdvisle prom&nnou (z = 1),a pouZijeme proto Buckinghamiv
T - teorém dany rov.(6-7a) k odhadu pottu bezrozmérovych prom&nnych:

r=n-m=5-3=2

Refenfm rozmérovou analyzou tedy dostaneme z uvedenych 5 rozmé€rovych proménnych
2 bezrozmérové proménné
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F vd

= S = y (4)
vazané neznamym funkénim vztahem
o(m,m)=0
Podle rov.(6-23a) musi pro podobné objekty platit
=T ™= (B)

Oznatime-li konstanty podobnosti
=" F c,=v"/v  c,=p"/p  c,=V'"IV  cg=d/d (€)
dostaneme podle rov.(6-39) a s ohledem na definice (4) dva modelové zakony:
c.et ¢t et =1 c,cpc =1 (D)

JelikoZz mame 5 konstant podobnosti a 2 modelové zakony, miZeme hodnoty t¥i konstant
podobnosti zvolit podle vlastniho uvazeni. Zbyvajici 2 konstanty potom vyjdou vypodtem
z rovnic (D).

Vytvofime potom modelovy systém (°), ktery podrobime experimentu a vysledky
pouZijeme k pfenosu do realného systému (").

Za modelovou tekutinu zvolime stejnou tekutinu jako v realném piipadu, tj. p’= p" a
v’=v" . Potom

c, =1 ¢, =1 (E)
Tim se zbavime komplikaci, které by mohly vzniknout pfi vypottu ¢, a c, obtiznym vybérem
modelové tekutiny s vypoltenou kombinaci hustoty p’ a viskozity v’.

Primér modelové koule & zvolime desetkrat mensi neZ pramér koule " v realném
pfipadu, tj.

& =0,1d", resp.c,= 10 (F)

Dvé zbyvajici konstanty podobnosti ¢, a ¢, uréime vypoétem z modelovych zakonu
(D) pti uplatnéni rovnic (4) az (C) a (E), (F):

c=c,coci=1c100
¢ = 100 ¢ G)
c,=c,c;'=110""=1/10 (H)
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Spojenfm rovnic (G) a (H) dostaneme
cp=1 ()

Z rovnic (H) a (I} s ptihlédnutim k rovnicfm (C) plyne, Ze sila nam&fend na modelu bude
totoznd se sflou v redlném pipads, jestlize na modelu budeme experimentovat s rychlost{
desetkrat vy$¥ ne? v redlném pfipadg.

Pfi ndvrhu modelového systému, modelové tekutiny a modelového dé€je je tfeba vidy
kontrolovat experimentdln{ mo¥nosti, piipadné citlivost méficich metod. Napt. pti pokusech
s pfili¥ malou modelovou koulf by mohla vyjit poZadovani modelovd rychlost prili§
velkd - blizk4 nebo presahujict rychlost §fteni zvuku.

6.5 Teorie analogie

Teorie analogie je zaloZena na tych? principech jako teorie podobnosti, av¥ak tyk4 se
porovndn{ systémi a d&ji rizné fyzikdlni povahy, napf. se porovndvi tok tekutin s tokem
elektrického proudu, tok tepla s tokem hmoty apod.

Oznatime-li symbolem x, resp. y veliCiny pfislusejici jednomu, resp. druhému systému
nebo d&ji, miZeme stejng jako v teorii podobnosti uskute&nit transformaci

Llx %, .x,) o, (1, , My, .,T,)
- (6-40)

f,()’x’)’z,m,)’n) ¢y(nyl’nyz""’ny’)

Pokud maji funkce ¢, a ¢, stejny matematicky tvar, potom jsou d&je nebo systémy popsané
funkcemi f, a /£, analogické.

Analogie mezi dvéma systémy nebo dg&ji rizné fyzik4ln{ povahy umoziuje zkoumat
experimentdlné jeden systém nebo d¢&j pomoci druhého, jehoZ pokusné zvlddnuti je jednodu¥i.
Napf. je jednodui$i métit v proudici tekuting rozd€leni mistnich teplot nebo elektrického
potencidlu neZ koncentraci. Pfenos vysledki se uskuteni pro podminku analogie

te=n, k=12, ..,r (6-41)
Tohoto principu vyuZfvajf analogy a analogové po&itate.
V ptipadg, %e jsou zndmy diferencidlni nebo integralni rovnice popisujici dje riizné

fyzikdlni podstaty, je analogie ddna stejnym matematickym tvarem rovnic. Napf. neustdlené
vedeni tepla pevnou l4tkou mige byt popsdno rovnici

—_— =aV2t (6—42)
R .
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a molekularni difuze i-t¢ sloZky rovnici

=D, V¢ (6-43)

kde je t - teplota, ¢, - molarni koncentrace slozky i, t - €as, a - teplotni vodivost,
D, - difuzivita slozky i.
JestliZe teplotni vodivost a v rov.(6-42) je stejnou funkei teploty f:

a=F(1t) (6-42a)
jako je difuzivita D, v rov.(6.43) funkci molarni koncentrace ¢, :
D;=F(c) (6-43a)

maji rov.(6-42) a (6-43) stejny matematicky tvar. Potom je vedeni tepla v nehybném vodici
analogické molekularni difazi.
Za jiny ptiklad analogie mizZe slouzit pfestup tepla a hmoty v turbulentnim reZimu.
Prestup tepla v tekutiné proudici trubkou popisuje empiricka Dittusova-Boelterova
rovnice

Nu = 0,023 Re % Pro4 (6-44)
Pii stejném hydrodynamickém reZimu byla zji$téna empirické rovnice pro piestup hmoty:
Sh = 0,023 Re*® S¢®* (6-45)

Aniz bychom vysvétlovali symboly, vidime, Ze jde o rovnici prakticky stejného tvaru, a Ze
oba dé&je (pfestup tepla a hmoty pfi turbulentnim proudéni tekutiny) jsou analogické.

KONTROLNI ULOHY

6.1. Zdavodnéte, jak se lisfi rozmér konkrétnich hodnot rychlosti v, = 12km h”,
v, = 0,18 m s™' a infinitezimalniho prirstku rychlosti dv.

6.2. Pro SI soustavu zdkladnich veli¢in odvod'te rozmér a) rychiosti v, b) sily F, c)
plynové konstanty R.

6.5. Uvedte konkrétni ptiklady bezrozmérovych vypoltovych vztahii typu (6-6), s nimiz
jste se jiZ setkali.

6.12. Na prikladu sedimentace izolované ¢astice ve Stokesové oblasti dané rovnici (viz kap.
10):

¢, =24/ Re, [Re, < 0,2] (4)
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6.13.

6.14.

152

Re, = —= (B)
v
4fd,(p,-p;) :
CuE r : gl ()
3 v, [oF

ukaZte né&které prakticky ulelné dodatedné transformace piivodnich  kritérii
podobnosti (Re,, £).

Odvod'te kritéria podobnosti n, a «, v piikladu asti 6.4 (Modelovdni) rozmérovou
analyzou.

Primyslova ostrohranna clona o tloustce 6 = 0,02 m a priméru otvoru d = 0,1 m je
zabudovana ve vodorovné trubce o priméru D = 0,4 m podle obr.6.4 s délkou pfimého
potrubi pfed a za clonou /{ = 20 m, /4 = 2 m. Clona se m4 pouZivat k méfent
hmotnostniho priitoku methanu pfi tlaku p = 10 kPa a teploté ¢ = 10 °C a v rozmezi
hodnot stfedni rychlosti v trubce v = 15 a7 40 m s '. JelikoZ je obtizné kalibrovat tuto
primyslovou clonu za pouZiti methanu pii danych podminkach, je doporucena
kalibrace vodou pfi teploté £ = 20 °C v modelovém zafizeni, JjehoZ rozméry je tieba
navrhnout. Dale je tfeba urdit rozmezi rychlosti vody, ktera ma byt na modelu
nastavovana a dat navod, jak se vysledky z modelu pienesou na primyslovy systém.



